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1966 年 ,英国 数学 家 A. Baker 在 超越 数论 方面 作出 了 杰出 的 
贡献 . 他 成 功 地 将 Gel'fond 和 Schneider 有 关 Hilbert 第 七 问题 的 
著名 结果 推广 到 了 一 般 的 情况 ， 并 县 对 代数 数 对 数 线性 型 给 出 了 
可 有 效 计算 的 下 界 . Baker 的 出 色 工 作 不 但 推动 了 超越 数论 的 发 
展 ， 同 时 也 给 数论 中 包括 丢 番 图 方程 在 内 的 很 多 研究 领域 带 来 了 
突破 性 的 进展 . Jr 30 年 来 ,以 上 述 工作 为 基础 的 Gel'fond-Baker 
方法 在 委 番 图 方程 的 研究 中 取得 了 一 系列 重要 结果 ， 日 益 成 为 该 
领域 中 的 一 个 强 有 力 的 研究 方法 ， 目 前 ， 这 一 趋势 在 国内 已 经 受 
到 越 来 越 多 的 关注 。 鉴 于 国内 至 今 还 没有 这 方面 的 专门 书籍 ， 作 
者 根据 多 年 来 收集 的 资料 以 及 为 此 而 写 的 札记 ， 在 湛江 师范 学 院 
数学 系 “数论 与 组 合 高 级 研讨 班 ” 部 分 讲义 的 基础 上 编写 了 本 书 ， 
以 供 对 此 感 兴趣 的 读者 参考 . 

丢 番 图 方程 是 一 个 非常 活 牙 的 研究 领域 ， 与 此 有 关 的 文献 资 
料 浩 如 烟 海 ， 本 书 在 力求 内 容 的 完整 性 和 关联 性 的 前 提 下 ， 根 据 
各 类 方程 之 间 的 内 在 联系 ， 将 有 关 的 文献 资料 贯穿 起 来 ， 以 便 读 
者 能 够 对 问题 有 个 全 面 的 了 解 . 阅读 本 书 除了 需要 具备 大 学 数学 
系 的 代数 、 分 析 和 初等 数论 的 知识 以 外 ， 还 需要 了 解 部 分 代数 数 
论 和 超越 数论 方面 的 知识 ， 这 些 内 容 在 讨论 丢 番 图 方程 时 是 必 不 
可 少 的 ， 本 书 的 第 一 章 对 此 作 了 简要 的 介绍 ， 其 中 经 常 被 引用 的 
结果 将 以 引 理 的 形式 给 出 . 本 书 的 其 余 各 章 依次 介绍 了 Gel’ fond- 
Baker 方法 在 Thue 方程 、Thue-Mahler 方程 、 广 义 Ramanujan- 
Nagel 方程 、 椭 圆 方 程 、 超 椭圆 方程 、 指 数 型 超 椭 圆 方 程 以 及 有 
理 数 域 上 的 S -单位 方程 中 的 应 用 情况 ， 其 中 的 主要 结果 都 以 定 
理 的 形式 给 出 ， 由 于 在 一 般 情况 下 ， 有 关 各 类 方程 的 最 好 结果 的 
证 明 总 是 十 分 繁琐 的 ， 需 要 高 度 复 杂 的 技巧 和 计算 ， 因 此 ， 为 了 
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突出 Gel'fond-Baker 方法 所 起 到 的 关键 作用 ， 书 中 省 略 了 定理 的 
证 明 中 对 辅助 性 结果 的 讨论 . 同时， 为 了 使 读者 对 问题 有 个 整体 
的 了 解 ， 书 中 每 小 节 都 对 所 讨论 方程 的 历史 背景 、 最 新 结果 以 及 
尚 待 解决 的 问题 进行 了 系统 的 阐述 ， 另 外 ， 各 章 的 末尾 都 附 有 详 
细 的 参考 文献 , 以 便 读 者 作 进 一 步 的 研究 . 本 书 除 绪论 部 分 以 外 ， 
所 有 的 公式 、 引 理 、 定 理 、 推 论 、 问 题 和 猜想 分 别 按 其 所 在 的 章 
节 编 号 ， 参 考 文献 按 每 章 编 号 . 

作者 在 学 习 和 研究 数论 的 过 程 中 ， 得 到 了 中 国 科学 院 王 元 院 
士 、 波 兰 科 学 院 A. Schinzel 院士 、 北 京 大 学 潘 承 彪 教授 、 同 济 大 
学 陆 洪 文教 授 和 中 国 科 学 院 数学 研究 所 徐 广 善 教授 的 热情 帮助 和 
指教 ;本 书 的 写作 受到 了 中 山大 学 林 伟 教 授 和 邓 东 和 皋 教授 、 广 州 
师范 学 院 裴 定 一 教授 以 及 湛江 师范 学 院 暨 数学 系 各 位 领导 和 老师 
的 鼓励 和 支持 .作者 谨 在 此 向 他 们 表示 更 心 的 感谢 . 同时， 作者 
还 要 感谢 法 国 Paris Vi 大 学 M. Waldschmidt 教授 、 法 国 Louis 
Pasteur 大 学 M. Mignotte 教授 、 匈 牙 利 Kossuth Lajos 大 学 K. 
Gyóry 教授 、 荷兰 Leiden 大 学 R. Tijdeman 教授 和 印度 Tata 研究 
所 T. N. Shorey 教授 提供 的 大 量 论文 预 印 本 和 抽 印 本 . 这 些 宝贵 
的 资料 帮助 作者 及 时 了 解 到 有 关于 看 图 方程 这 一 研究 领域 的 最 新 
动态 . 

本 书 的 写作 和 出 版 分 别 得 到 国家 自然 科学 基金 、 广 东 省 自然 
科学 基金 和 国家 自然 科学 基金 委员 会 出 版 基金 的 资助 . 

最 后 ， 作 者 希望 本 书 的 出 版 能 够 有 助 于 国内 读者 对 丢 番 图 方 
程 及 其 研究 方法 的 了 解 ， 同时 ， 由 于 作者 的 水 平 所 限 ， 书 中 的 缺 
点 和 不 妥 之 处 在 所 难免 ， 切 望 读者 不 音 赐教 . 
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在 数论 中 ,通常 将 未 知 数 个 数 多 于 方程 个 数 ， 并 且 对 未 知 数 
的 取 值 加 以 某 些 限制 (例如, 限制 为 整数 、 正 整数 或 有 理 数 等 ) 的 
方程 和 方程 组 统称 为 丢 番 图 方程 。 旱 在 公元 三 世纪 初 ， 古 希腊 数 
学 家 Diophantus 就 已 经 比较 系统 地 研究 过 此 类 方程 . 我 国 最 早 的 
数学 文献 《 周 角 算 经 》 也 曾 有 过 这 方面 的 记载 . An, BR 
程 是 数论 中 最 古老 的 分 支 ， 历 史上 的 很 多 著名 数学 问题 〈 例 如 
Fermat 猜想 ) 都 与 此 类 方程 有 关 . 几 百 年 来 ，Fermat，Euler， 
Legendre, Gauss, Dirichlet, Hilbert 等 数学 大 师 都 曾 对 琅 番 图 方 
程 的 研究 有 过 卓越 的 贡献 ， 这 些 开拓 者 的 重要 工作 ， 不 但 丰富 了 
丢 番 图 方程 的 内 容 ， 同 时 也 给 代数 数论 、 超 越 数 论 、 代 数 几何 等 
目前 非常 活路 的 现代 数学 分 支 的 产生 和 发展 莫 定 了 基础 . 

由 于 丢 番 图 方程 对 解 的 特殊 限制 ， 在 数论 、 代 数 、 组 合 数 学 
等 讨论 各 种 有 限 结 构 的 数学 分 支 中 ， 有 许多 吸 待 解决 而 又 相当 困 
难 的 问题 最 终 都 可 归结 为 某 些 丢 番 图 方程 的 求解 问题 ， 因 此 ， 午 
番 图 方程 与 上 述 数学 分 支 之 闻 的 紧密 联系 是 十 分 自然 的 . 正 是 因 
为 存在 这 种 联系 ,关于 委 番 图 方程 的 研究 在 本 世纪 ， 特 别 是 近 30 
年 来 ， 取 得 了 前 所 未 有 的 进展 . 

丢 番 图 方程 的 种 类 异常 繁多 . 1920 482 , Dickson jH T 800 多 
面 的 篇 幅 专门 介绍 了 到 本 世纪 初 为 止 有 关 这 方面 的 主要 工作 ,其 
复杂 程度 可 见 一 斑 . 尽管 如 此 ,迄今 讨论 较 多 的 单个 的 丢 番 图 方程 
基本 上 都 属于 以 下 两 个 类 型 . 一 类 是 多 项 式 方程 , 它 通常 可 表 成 

SCEE En) = Oa, € Gyr, € d, uz, € Gy (1) 
其 中 SX Xin X ERE IE X Xin Xn 的 整 系数 多 项 式 ， 
BG 二 1,2,…,m) 是 未 知 数 0G — 1,2, 00 RUE BA. 如 果 当 
Gri sa tt x») = (A, 5023" sam) 时 (1) 成 立 , 则 称 它 是 方程 (1) 的 一 
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组 解 . 当 多 项 式 FOX Xoe XD RRE TF n FEDRA 
m 元 nn 次 方程 . 例如 ,运用 丢 番 图 方程 的 语言 ,著名 的 Fermat 猜想 
可 表述 为 ; 

猜想 A اح‎ 是 大 于 2 的 正 整 数 时 ,方程 

x"-y'—zmur.yozrc€lN (2) 
XE ) و د‎ yz). 

当 方 程 (1) 的 元 数 或 次 数 大 于 2 时 ,该 方程 通常 称 为 多 元 方程 
或 高 次 方程 . 猜想 A 中 的 方程 (2) 是 三 元 n 次 方程 , 它 是 一 个 典型 
的 多 元 高 次 方程 . 在 一 般 情况 下 ,方程 的 元 数 越 多 .次 数 越 高 ,就 越 
不 容易 解决 . 

如 果 方 程 (1) 中 多 项 式 SX Xs Xn) BREST AY 15 
置 也 含有 未 知 数 , 则 称 它 是 指数 型 方程 . 这 是 另 一 类 讨论 较 多 的 丢 
番 图 方程 . 例如 ,Catalan' HE 1844 年 曾经 猜测 :在 全 体 正 整数 中 ， 
连续 的 完全 方 宕 仅 有 8 和 9. 上 述 猜 想 可 表述 为 : 

猜想 B 方程 

x" — y سے‎ l,r,y,m,n € N,m  1,n < 1 (3) 
BUB SR Cry m n) =(3,2,2,3). 

此 后 ,Cassels[0 又 对 方程 (3) 提 出 了 以 下 较 弱 的 猜想 ; 

猜想 C 方程 (3) 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,m,n). 

上 述 两 个 猜想 中 的 方程 (3) 是 一 个 典型 的 指数 型 方程 . BR, 
指数 型 方程 通常 要 比 相 应 的 多 项 式 方程 更 难 解决 . 

对 于 一 个 具体 的 丢 番 图 方程 (1) ,我 们 通常 需要 解决 下 列 问 
A: 

问题 A 方程 (1) 是 否 有 解 (z n0? 

问题 了 当 方 程 (1)? 有 解 时 , 它 是 否 有 无 限 多 组 解 ? 

问题 C 当 方 程 (1) 有 无 限 多 组 解 时 ,是 否 能 找到 可 表 出 它 的 
所 有 解 的 公式 ? 

问题 D 当 方 程 (1) 仅 有 有 限 多 组 解 时 ,是 否 能 具体 求 出 它 的 
全 部 解 ? 

1900 年 ,Hilbert 在 巴黎 召开 的 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 作 
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的 著名 演讲 中 提出 了 23 个 重要 的 数学 问题 ,其 中 的 第 10 问题 就 
与 上 述 的 问题 A 有 关 . 该 问题 可 表述 为 : 

问题 E 对 于 一 般 的 整 系数 多 项 式 LOG XS X0 HER 
能 给 出 仅 有 有 限 步 运算 的 算法 来 判定 方程 

Lm) 0,.,Xi4X;X49 € L (4)‏ ہووت )گر 

ERAT ze，…，zw)? 

1970 年 ,Matijasevic09 运 用 数理 逻辑 方法 对 问题 下 给 出 了 和 否 
定 的 回答 , 即 证 明了 这 样 的 算法 是 不 存在 的 . 上 述 结果 从 一 个 侧面 
说 明了 求解 丢 番 图 方程 的 困难 程度 . 

直到 本 世纪 初 , 人 们 讨论 丢 番 图 方程 的 方法 主要 是 以 整除 性 、 
和 同 余 式 、 连 分 数 .平方 剩余 、 原 根 与 指数 等 内 容 为 基础 的 初等 数论 
方法 和 以 代数 数 域 中 代数 整数 环 上 理想 数 的 基本 性 质 为 基础 的 代 
数 数 论 方法 (参见 文献 [19]). 从 本 世纪 初 开始 ,两 类 新 的 数论 方法 
EER EHR PRR HABA MARCA ERT 
究 方法 . "E 153 8 RE CBR E 181184 علذ‎ BE ARDEN 
法 和 以 代数 数 对 数 线性 型 的 下 界 估计 为 基础 的 超越 数论 方法 . 以 
下 我 们 简要 地 回顾 一 下 这 两 类 方法 的 起 源 . 

设 a 是 d(d 之 2) 次 代数 数 . 1844 4£., Liouville" E Hf 了 :对 于 
任何 正 数 0 ,不 等 式 


a~ Z|< ry € zo Oged(xsy) = 1 (5) 
仅 有 有 限 多 组 解 (z,y). 上 述 结 果 称 为 Liouville 定理 . 它 揭示 了 站 


数 数 有 理 通 近 的 基本 特性 :对 于 任何 给 定 的 代数 数 , 不 会 有 很 多 的 
AR REIRE E. 设 x 是 使 得 当 oe 时 ,不 等 式 


a 一 =|< gere» € Z,y > 0,ged(z,y) = 1 (6) 


仅 有 有 限 多 组 解 (z,y) 的 最 小 正 数 . 根据 Liouville 定理 可 知 exc 
d. 在 此 后 的 一 段 相 当 长 的 时 间 里 ,关于 زان عم‎ LAKES RR 
近 方 面 的 中 心 课题 . 1909 年 ,Thue[s 进 一 步 证 明了 و ےکم‎ +۱۰ 
根据 这 一 结果 可 以 推 知 :Thue 方程 


f(Gy)-—hzmy€z (7) 
11178 78 13 22 AR ry) SXF CX YY) BOSE n ردحیوں‎ CR , 是 非 
零 整数 . 1955 E, Roth ie fe T ERM. 他 证 明了 ۴2. 
由 于 已 知 任何 无 理 数 a 都 有 无 限 多 个 渐 近 分 数 z/y 满足 


Lay € zy oaedG) = 1, (8)‏ سےا ہے 


因此 Roth 的 结果 是 至 于 至 善 的 . 该 结果 通常 称 为 Roth 定理 . 
1970 年 ,Schmidt 将 Roth 定理 推广 到 了 多 维 的 情况 ,由 此 可 以 
得 出 一 大 类 多 元 高 次 方程 解数 的 有 限 性 结果 . 此 类 方法 通常 称 为 
Thue-Siegel-Roth-Schmidt 方法 ,有 关 它 的 基本 原理 可 参考 文献 
[23,24j, 本 书 第 1. 8 节 将 简要 地 介绍 这 方面 的 结果 . 这 里 应 该 指 
出 ,Thue-Siegel-Roth-Schmidt 方法 在 本 质 上 是 非 实效 的 . 例如 ， 
运用 Roth 定理 可 以 估计 出 Thue 方程 (7) 的 解数 的 可 有 效 计算 的 
Lg ,但 不 能 得 出 它 的 解 (zx,y) 的 上 界 . 

早 在 1748 年 ,Euler'*. 就 已 经 预见 到 某 些 指 数 函 数值 和 对 数 
函数 值 的 超越 性 . 然而 直到 百年 之 后 ,人 们 才能 借助 Liouville 定 
理 构 造 出 超越 数 的 具体 例子 . IEE Hermite" R Lindemann"*)4} 
别 证 明了 .Napier 常数 e 和 圆周 率 x 是 超越 数 ,其 中 后 一 结果 解决 
了 古 和 希腊 人 提出 的 “化 圆 为 方 ? 问 题 . 这 些 研究 成 果 为 近代 数论 的 
一 个 重要 分 支 一 -超越 数论 奠定 了 基础 .超越 数论 的 进一步 发 展 
也 与 Hilbert 的 著名 问题 有 关 . Hilbert 的 第 七 问题 可 表述 为 : 

问题 F 4a HRS OR 1 的 代数 数 ,8 为 非 有 理 数 的 代数 
数 时 ,af 是 不 是 超越 数 ? 

同时 ,Hilbert 还 具体 问 及 数 2 7 和 ex= رر‎ “HME. 
由 于 当时 对 超越 数 的 性 质 还 知之 其 少 ,所 以 人 们 普遍 认为 上 述 癌 
题 的 解决 要 比 Fermat 猜想 和 Riemann 猜想 更 晚 . 但 是 ,事实 却 大 
大 出 乎 人 们 的 预料 . 1929 年 ,Gel'fond"* 首 先 证 明了 e 是 超越 数 ， 
并 且 指 出 他 的 方法 可 以 解决 问题 下 在 属于 虚 二 次 域 时 的 情况 . 
IX E , Kuzmin لال“ ا‎ Gel'fond 的 方法 推广 到 8 属于 实 二 次 域 的 情 
况 , 从 而 证 明了 2 是 超越 数 . 1934 Æ, Gel'fondU?) 和 


.4> 


Schneider ^: Sil] fh y He SED T E F. 然而 ,Fermat 猜想 直到 最 
近 才 由 Wiles55 给 出 了 证 明 , 至 于 Riemann 猜想 则 至 今 尚 未 见 到 
解决 的 迹象 . 

设 和 是 全 体 代 数 数 的 集合 . Gel' fond 和 Schneider 的 结果 可 
以 等 价 地 表述 为 ， 

SRA 对 于 非 零 代 数 数 a ,a WMR loga loge, 在 有 理 数 域 
各 上 线性 无 关 , 则 它们 在 4 上 也 线性 无 关 ， 

上 述 结 果 称 为 Gel! fond-Schneider 定理 . 在 方法 上 ,Get'fond 
和 Schneider 关于 该 结果 的 证 明 是 不 同 的 ,前 者 利用 了 指数 函数 
的 微分 特性 ,后 者 则 基于 指数 函数 的 乘法 性 质 . 这 两 种 不 同 的 思路 
及 其 推广 形式 分 别称 为 Gel'fond 途径 和 Schneider 途径 . 它们 对 
后 来 许多 重要 结果 的 产生 有 着 深远 的 影响 , Waldschmidt" 3t 
此 作 了 详细 的 分 析 和 比较 . 

1952 年 ,Gel'fond83 提 出 了 以 下 问题 , 

问题 G 是 否 可 将 命题 A 中 的 结果 推广 到 任意 多 个 非 零 代 
数 数 的 情况 ? | 

Gel'fond 指出 这 是 一 个 相当 困难 而 又 非常 有 意义 的 问题 , 它 
的 解决 将 对 数论 中 的 很 多 分 支 带 来 深刻 的 影响 . 1966 年 ， 
Bakerm'!' "J 完整 地 解决 了 问题 G, 并 且 得 到 了 更 强 的 结果 . 他 用 
多 变量 辅助 函数 代替 Gel'fond"" 1 原来 使 用 的 单 变量 函数 ,并 且 引 
入 了 一 种 新 的 外 揪 技 巧 ,从 而 证 明了 : 

SMB 设 a,…,a 是 非 零 代数 数 .如果 loga; ,… ,loga, ÆQ 
上 线性 无 关 , 则 1 loge, e ,loga, 在 A 上 同样 线性 无 关 . 

上 述 命 题 称 为 Baker 定理 , 它 是 超越 数论 中 最 重要 的 结果 之 
一 . 设 Bos 8:٠١ Lg. 是 非 零 代数 数 .此 时 ， 

A= f + Ploga + » + Ploga, (9) 

称 为 关于 代数 数 1. ه١‎ a, 的 对 数 线性 型 . 从 命题 B 可 知 ; 当 
loga: ,… loga, EQ 上 线性 无 关 时 , 必 有 AZO. 在 此 条 件 下 ,Gel'- 
fond" PED n= 2 的 情况 给 出 了 14| 的 可 有 效 计算 的 下 界 . 他 证 
明了 : 当 n=2 且 fo 二 0 时 ,对 于 任何 正 数 6 必 有 l 


log |A| >— C, (2,4, A) logB)***, (10) 
其 中 d=[Qla sa, 8, h): 4 [ . 8ك‎ 分 别 是 两 组 代数 数 m ,as 以 及 
B.» B; 的 高 的 最 大 值 ,C1(6,4d,4) 是 仅 与 5,d,A 有 关 的 可 有 效 计 
算 的 正常 数 . 1968 4 Baker "1 将 上 述 结 果 推 广 到 了 一 般 的 情 
BL. 他 证 明了 : 
BHC 4 AO 时 ,对 于 任何 正 数 ODA | 
log |A| >— C6,n,d,A) logB)"*!**, (11) 
其 中 d= Ca, ans Bos Bisto 8, ( : Q], A,B 分 别 是 代数 数 
ao 以 及 Bos B B. 的 高 的 最 大 信 ,C56,n,d,A) 是 仅 与 6， 
nid, A 有 关 的 可 有 效 计 算 的 正常 数 . 
上 述 结果 在 包括 去 番 图 方程 在 内 的 许多 数论 问题 中 有 着 广泛 
的 应 用 (参见 文献 L3]). 此 类 方法 通常 称 为 Gel'fond-Baker 方法 ， 
它 是 一 类 具有 实效 性 的 方法 . 例如 ,BakerD 将 命题 C 运用 于 Thue 
方程 (7), 得 到 了 该 方程 的 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 又 如 ， 
Tijdemanc 利用 命题 C 的 一 个 改进 形式 ,解决 了 有 关 Catalan F 
程 (3) 的 猜想 C. 他 证 明了 :方程 (3) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,m,n)， 
而 县 这些 解 都 满足 max Gc» ym. n) «C, HHC, 是 可 有 效 计算 的 
绝对 正常 数 . 队 上 述 例 子 可 知 ,Gel'fond-Baker 方法 可 以 把 很 多 目 
前 人 们 最 感 兴趣 的 委 盔 图 方程 的 求解 范围 ,由 无 限 缩 小 到 可 以 有 
效 计算 的 有 限 范 围 之 内 ;也 就 是 说 它 解 决 了 有 关 这 些 方程 的 求解 
问题 B ,并且 为 最 终 解 决 问题 D 创造 了 条 件 . 由 此 可 见 ,Gel'fond- 
Baker 方法 是 研究 丢 番 图 方程 的 一 个 强 有 力 的 工具 . 
近 30 年 来 ,Gel fond-Baker 方法 在 丢 番 图 方程 ,特别 是 指数 
型 方程 的 研究 中 不 断 获 得 卓有成效 的 应 用 . 10 年 前 ,Shorey 和 
Tijdemant25 曾 经 对 此 有 过 系统 的 论述 . 此 外 ,文献 [15], [20]， 
[26],[28],[31],[32],[33] 和 [34] 分 别 对 近期 各 个 阶段 的 工作 进 
行 了 综述 和 总 结 , 本 书 将 在 上 述 文献 的 基础 上 ,着 重 介绍 这 方面 的 
最 新 成 果 和 尚 待 解决 的 问题 . 纵 观 30 年 来 的 发 展 历程 ,我们 不 难 
看 到 :在 早期 的 工作 中 ,直接 利用 Gel'fond-Baker 方法 得 到 的 上 界 
通常 是 相当 大 的 , 远 远 超 出 了 现 有 的 计算 能 力 . 因而 ,这 些 结果 虽 
٠. 6 5 


然 能 够 说 明 所 讨论 的 方程 的 解 的 有 限 性 ,但 是 对 解 的 完全 确定 则 
帮助 不 大 . 近年 来 , 随 着 该 方法 的 基本 原理 中 关键 数据 的 不 断 改 
进 . 综 合 运用 各 类 方法 的 技巧 不 断 提高 以 及 各 种 高 效率 的 计算 手 
段 的 普及 ,已 经 有 越 来 越 多 的 丢 番 图 方程 问题 获得 了 彻底 的 解决 . 
因此 ,这 是 现代 数论 中 的 一 个 前 景 十 分 广阔 的 研究 领域 . 
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第 一 章 预备 知识 


本 章 简要 介绍 代数 数论 和 超越 数论 中 的 部 分 内 容 , 其 中 除了 
已 经 注 明 出 处 的 结果 以 外 ,其 余 内 容 的 详细 证 明 可 参考 文献 [7]， 
[L49],[66] 和 [108] 中 的 有 关 章 节 ， 


$1.1 代数 数 


Kd 是 正 整数 ， 
f(X) aX? 十 aiX ++ +ag,a 40 OLD 
是 整 系数 多 项 式 . 此 时 ,d 称 为 /(X) 的 次 数 , 记 作 deg C) sao 和 as 
分 别称 为 A(X) 的 首 项 系数 和 末 项 系数 ;fA(X) 的 所 有 系数 的 绝对 
fË laol |١۸ ٠۰٠٠٠ |as| 中 的 最 大 值 称 为 /(X) 的 高 , 记 作 He. 当 
f(X) 的 系数 满足 gcd وره ووه)‎ ٠-١ , ح جيه‎ 1 时 ,A(X) 称 为 本 原 多 项 
X. 
اللا‎ Rf OX) BR] 3e کر‎ 7۳-۸ 2 ۸7۴ d 的 有 理 系数 多 项 式 的 乘 
积 , 则 称 SCX) کک‎ 上 是 可 约 的 (简称 可 约 的 ), 杏 则 是 不 可 约 的 . 
已 知 当 A(X) 可 约 时 ,A(X) 必 可 表 成 两 个 次 数 小 于 d 的 整 系数 多 
项 式 的 乘积 . 在 一 般 情况 下 ,目前 还 没有 判定 整 系数 多 项 式 是 否 可 
约 的 简便 方法 . 以 下 给 出 一 个 常用 的 判定 可 约 性 的 结果 , 59 
Eisenstein 定理 . 
引 理 1.1.1 如 果 存 在 素数 p 可 使 plao,plaili=1,2,*…,d) 
以 及 21م‎ aa لال‎ fA( 久 ) 必 定 是 不 可 约 的 . 
当 A(X) 不 可 约 时 ,如 果 co 是 代数 方程 
f(x) =0 (1. 1. 2) 
的 根 , 则 称 a 是 d 次 代数 数 . 此 时 ,a 称 为 a 的 次 数 , 记 作 deg(a). 
显然 ,一 次 代数 数 即 为 全 体 有 理 数 . 


* 10O。 


D: 
E(X) = boX + HX" ١ + ub bas (1.1.3) 
其 中 


a, 
kd 
gcd(a,,a,.* saa) 


b; = sgn (aa) i= 0,1,7.d, (1.1.4) 


sgn a,) KR as 的 符号 . MAC. 1. 0 BIA g ORES 650 以 及 
ged C, bi , ٠٠١ b 1 的 4 次 整 系数 不 可 约 多 项 式 ,又 从 (1.1.2) 
可 知 z=a 也 是 代数 方程 
g(r) ع‎ 0 (1.1.5) 
的 根 . 如 此 的 g(X) 称 为 代数 数 a 的 定义 多 项 式 , 它 是 唯一 确定 的 . 
如 果 (1.1.3) 中 的 g OO d 次 代数 数 的 定义 多 项 式 , 则 它 的 
所 有 系数 的 绝对 值 1661,16;1,…,164 [中 的 最 大 值 称 为 a 的 高 , 记 
作 H (2). 234 a 关 0 时 ,显然 有 degCo) —deg (1/00 مز لیا‎ H (a) — 
H (0/2). i m 是 正 整数 .从 (1.1.3) 和 (1.1.5) 可 得 b, (ma)? حل‎ bim 
(ma)?! +++ 6m =0. 由 此 可 知 me 也 是 4 次 代数 数 ,而 且 它 的 
高 满足 
H Gna) «i m*H (a). (1. 1. 6 
34 d 次 代数 数 a 的 定义 多 项 式 的 首 项 系数 等 于 1 时 ,a 称 为 4 
次 代数 整数 . 显然 ,一 次 代数 整数 即 为 全 体 整 数 . 在 一 般 情况 下 ,从 
(1.1.3) 和 (1.1.5) 可 得 (boe)4 十 po Cba) T! مم ل ...ل‎ ba = 0, PL 
boa 必 为 代数 整数 . 由 此 可 知 :对 于 任何 代数 数 <, 必 有 适当 的 正 整 
数 x, 可 使 ma 是 代数 整数 . 适 此 条 件 的 最 小 正 整 数 mx 称 为 a 的 代 
数 分 母 , 记 作 den(a). 从 以 上 分 析 可 知 
den(a) x b, > H (a). (1.1. 7) 
当 a,1/a 都 是 代数 整数 时 ,a 称 为 单位 数 .a 是 单位 数 的 充 要 
条 件 是 它 的 定义 多 项 式 的 首 项 系数 等 于 1, 末 项 系数 等 于 1 或 
—1. 
当 g(X) 是 4 次 代数 数 a 的 定义 多 项 式 时 ,代数 方程 (1.1.5) 
的 dQ 个 根 xz=oia(i= 二 1,2,…,d) 互 不 相同 ,它们 称 为 a 的 共 轿 数 . 
此 时 g(X) 可 表 成 
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gOO —bCOX — 012) (X —0;2)* CX — 042). (1.1. 8) 
a (BE راغ 5 وب‎ HE n e| ,|cxa|,…，,|csa| 中 的 最 大 值 记 [ao] 


对 于 代数 数 a, B4 | حدم‎ | fal --f8] WR lg] >> fel 
[8]. 

当 a 是 非 零 代数 数 时 , 设 d=degla),m=den (a) a; )هبه ع‎ — 
1,2,…,d), 其 中 = 二 a. 此 时 mai(i=1,2，…d) 都 是 代数 整数 , 故 
有 


d 
IE Iss | z 1; (1.1.9) 
i=ì 
又 因 
d 
| T Ima |< m*lat fa“, (1.1.10) 
i=] 
故 从 (1.1.9) 和 (1. 1.10) 立 得 
la| > m^? [a] 7^. (1.1.11) 
另外 ,由 于 
[a] SdH), — (1.1.12) 


所 以 当 معجه‎ BY, M |1/a کک‎ 1/0 4H (1/0) dH Ca) 77 Ail 
1 
[a] > TH lay’ (1. 1.13) 


设 a 是非 零 代数 整数 ,g (XX) 是 它 的 定义 多 项 式 . 由 于 此 时 رض‎ 
二 1, 并 且 从 (1.1.3) 和 (1.1.8) 可 知 


DI « [4 
J 


fa} < [2[2] ,j= 12,4. (1. 1. 14) 

故 有 

H < )2٥٥( ٠ (1.1.15) 

从 (1.1.15) 可 知 :对 于 给 定 的 正 整数 4 以 及 正 数 ۸:8 S [a] A 

且 次 数 不 超过 d 的 代数 整数 a 仅 有 有 限 多 个 . 

设 ten 个 A 此 时 z= 二 车 (%=0,1,…,d 一 1) 是 代数 方程 
0م ع1 دنفي‎ (1.1.16) 
#126 


的 d 个 不 同 的 根 ,统称 为 a 次 单位 根 . 由 于 当 رب لمع‎ —1 时 ,对 
于 任何 小 于 d HERY t 都 有 弘一 1 关 0, 所 以 如 此 的 如 称 为 d 次 
本 原单 位 根 . 当 a 是 非 零 代数 整数 时 ,如 果 a 是 单位 根 , 则 从 
(1. 1. 1608] An[a] > 1 , FMM Ala] <1. 关于 |a| 的 下 界 ,Schinzel 和 
Zassenhaus?* 曾经 提出 ， 

.猜想 1.1.1 MR 4 次 非 零 代数 整数 a 不 是 单位 根 , 则 必 有 


fa] >14+C,/d. 

这 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 ,有 关 这 方面 的 结果 在 丢 番 图 
方程 的 研究 中 有 着 重要 的 应 用 (参见 文献 [17], [18J). 对 此 ， 
Schinzel 和 Zassenhausi*i 已 经 证 明了 ; 当 4272 ht, [a| >1+C,/24. 
Blenksby 和 Montgomery! ,Stewartt9 分 别 将 上 述 结 果 改 进 为 
[a] > 1 + 1/524'log6d لیا‎ X [a] > 1 + 1/10'd!logd. 1979 ۰ 
Dobrowolski"* 进一步 证 明了 :对 于 任何 正 数 0,24 47 C, (6) 时 ， 
VA 


fe] > 1 +—* L- =ê ER ; 0.1.12 
并 且 由 此 推出 
] [loglogd |? 
fe] 2 1 4 بكب‎ 1200d| logd (1.1.18) 


此 后 ,Cantor 和 Straus?! , Louboutin*? 4 3| C1. 1. 17) 中 的 “1 一 
9 "改进 为 “2 一 9" 以 及 “9/4 一 8”. 1993 4۴ , Dubickas”? E — 25 py iit 
2J* 64/n! — 6”. 这 是 目前 已 知 的 最 好 结果 . 

对 于 一 般 的 代数 数 a, 当 g(X) 是 它 的 定义 多 项 式 时 ， 


M(a) = b| [max( 1, |a|) hla) = LlogMco, 
i=] 
(1.1.19) 


分 别称 为 a 的 Mahler 测度 和 Weil 高 . A CL. 1. 152 CI. 1. 19) 8] 
知 ,a Wi H (G0 5; Weil 高 A(a) 之 间 有 以 下 关系 


logH (a) — log2 > h(a) > T'logH (a) +3 وماط‎ 04 +1). 


(1.1. 200 
。13 。 


对 于 任何 非 负 整数 x, 都 有 


h(a") = |m{h(a)s (1.1.20 
对 于 代数 数 a, B, VA 
hla + 8) <log2 + hla) + ACB) ,h (a) >> hla) + ACP). 
(1.1. 22) 


从 (1.1.19) 可 知 : 当 且 仅 当 代数 整数 a0 oe BM 3778 0( A 
(a) .0ع‎ XT عر‎ SES dE LO) — min (A Co) |a 是 非 零 且 非 单位 根 
的 a 次 代数 整数 ). h T BO 27 4 次 代数 整数 ,h ) 21 ( = 
(og2)/d, 故 有 L(d) >> (log2)/d. 1993 年 ,Lehmer 曾经 提出 ( 参 
见 文献 [69]): 

问题 1.1. 1 对 于 任何 正 整数 4, 是 否 都 有 Z(Z) 9ح‎ 


显然 ,上 述 问题 与 [a] 的 下 界 有 关 . 1996 4E , Voutier 7? 证明 
了 : 当 dz2 时 ， 


2 
Ld) > jogaay (1. 1. 23) 


这 是 目前 有 关 问 题 1. 1. 1 的 最 好 结果 . 
$1.2 代数 数 域 


设 忆 是 由 复数 构成 的 非 空 集合 . 如 果 下 对 于 数 的 加 法 和 乘法 
构成 域 , 则 称 F EXOR. 当 FG 都 是 数 域 时 ,如 果 下 是 G 的 子 域 ， 
则 称 CG 是 已 的 扩张 , 记 作 G/F. 

设 工 是 G 的 子 集 .G 中 包含 工 的 最 小 子 域 称 为 G 中 由 集合 工 
生成 的 子 域 . 当 FERU G 的 子 域 而 且 工 是 G 的 子 集 时 ,G 中 由 
集合 FUL 生成 的 子 域 称 为 工 在 数 域 玉 上 生成 的 数 域 , 记 作 下 
CL). MIR L= {a,&,,…,a,} 是 有 限 集合 , 则 FCL) 称 为 F 的 有 限 
AE RD SK 10106 1" ) ,يه , ره‎ ٠٠١ , زمه‎ ;特别 是 当 n 二 1 时 ,F(a) 称 为 下 
的 单 扩张 . 

WR G/F 是 数 域 下 的 扩张 , 则 G 是 上 的 向 量 空间 , 它 的 维 
数 记 作 [G : F]. ]قلا‎ © : F] 有 限时 ,G/F 称 为 有 限 次 扩张 . 已 知 任 


。14 。 


何 有 限 次 的 有 限 扩张 都 是 单 扩张 . 

设 a 是 4 次 代数 数 ,集合 

K = {ay t aya tert aaia) |a.) yet saa) € BW}. 

(1.2.1) 

此 时 天 是 数 域 .从 (1.2.1) 可 知 玉 是 有 理 数 域 息 的 有 限 次 扩张 ， 
它 的 次 数 [K : ح [ ب‎ 2. 因此 ,K 称 为 由 a 生成 的 a 次 代数 数 域 , 记 
VE aC). 34 KER 时 ,KK 称 为 实 域 ,否则 称 为 虚 域 . 另外 , 当 ona, 
0,4 ,*-*,040 是 a 的 全 体 共 轿 数 时 ,如 果 其 中 恰 有 i 个 实数 和 7 对 
FEES WR OK 是 一 十 2r: 型 数 域 . 

对 于 有 限 多 个 代数 数 ريه , ره‎ ٠٠١ ربه,‎ BA L1 ) ره‎ az，…a) 
EQ 的 有 限 次 扩张 ,所 以 L/ 护 必 为 单 扩张 , 即 存在 适当 的 代数 数 
a 可 使 L=% (a). 

VA FE K — GO d 次 代数 数 域 .此 时 ,K 中 的 任何 一 个 数 0 
都 可 唯一 地 表 成 

0 ay بورج لل‎ + e + aaia! yay رباب رھ‎ € I. 
(1. 2.2) 
如 此 的 8 仍 为 代数 数 , 它 的 次 数 必 为 d 的 约 数 . 若 将 (1. 2. 2) 中 的 
9 看 作 是 a 的 有 理 系数 多 项 式 , 即 6=0(a). WE K BRIT W d 
个 上 映射 c(i 二 1,2,… ,qd) 满 足 
o; : o; (0(a)) = Oloa), i = 12,04 (1. 2.3) 
此 时 o,G— 1.2, D FR K ET PI d PRA. 由 (1.2.3) 定 义 
غ‎ d AR Ola i — 1,2, di SE iE O° G0 —1,2, 0. RE 
然 ,0°07 二 1,2,… ,qd) 都 是 代数 数 ,它们 的 次 数 都 是 a 的 约 数 . 对 
于 给 定 的 P )1 ك4 > ز جك‎ ( , CE OY , 0120 , +, کو‎ 中 恰好 出 现 
d/deg(0? iK. 4 deg(@)=d 时 ,0 称 为 K 中 的 本 原 元 , 
对 于 天 MATRA oi,0;(1 志 i,j 志 d) ,定义 它们 的 乘积 رہ‎ 
是 适合 
0;0,(0) = 6,(6,(0)), 0 E K (1.2.4) 
的 映射 . 显然 ,天 的 & PRAM FRA RE DS RRE, VEO. K 的 
Galois 群 , 记 作 Gal(K/%). 24 K 的 Galois 群 是 Abel 群 时 ,K & 
۰ء‎ 


为 Abel 数 域 . 
对 于 天 中 的 数 0， 


d d 
Tx.) = S, 0,N,.0) = [ [6,062 = 1.2.5) 
i=l i=] 


分 别称 为 2 的 迹 和 范 数 . BM Tx). ORM Nx: CO ل55‎ 5 BR FF 
别 是 当 0 为 代数 整数 时 ,它们 都 是 整数 . 当 0 是 非 零 代数 整数 时 ， 
如 果 0 是 天 PAEZ, MVA Nr O l=, BA |۸۷ (0)یمرم‎ |S 
2. 另外 ,从 (1. 2. 5) 可 知 
Ti CO + 0,) — Tj, (O$ + Trah) Nr,(0.0,) 
= Ng 0) * Ng,,(0,2),0,,0, E K (1.2.6) 
以 及 
INx,.() | >> ]09“,0 E K. (1. 2.7) 
对 于 天 PB وو 0:۰۰۰ ,0 436 ك‎ 
a0) 0,(..,)0),ہ‎ |? 
NL 0) eO NM (1. 2. 8) 
24(0,) Sal)” *84(0,) 
称 为 它们 的 判别 式 . A(6, ,0 00 VARAAN LR 0)7 — 
1,2, ,d) 均 为 代数 整数 时 , 它 是 整数 . 如 果 天 中 的 两 组 数 0 (一 
1,2,…,d) 和 六 (一 1,2,…d) 适 合 


0 = E =1,2,++,d, (1.2.9) 


则 它们 的 判 | 别 式 有 以 下 关系 

AC, 0 52) = |detA|*ACQn 2st sa), (1.2.10) 
其 中 aij(i,j 二 1,2,…,d) 均 为 有 理 数 ,detA 是 d WER A= (a), 
的 行列 式 . 

设 0,,0,, 7,0, 是 KK 中 的 x 个 数 .如 果 KK 中 的 每 个 数 都 可 唯 
一 地 表 成 0 ,6,,… ,0, 在 人 @ 上 的 线性 组 合 , 则 称 数组 {0 ,0,,… ,0,} 
是 天 的 一 组 基 . 9,0,,… ,0, 能 够 构成 天 的 基 的 充 要 条 件 是 :n==d 
E AQ, 50, 5*** 502) 0. 
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设 یر چ ور یر یئ‎ 是 K 中 的 代数 整数 . WME ) ويه وا‎ tts ta) 是 K 
的 基 , 而 且 K 中 的 每 个 代数 整数 都 可 唯一 地 表 成 ,tr,，… ,ra EZ 
上 的 线性 组 合 , 则 称 它 是 天 的 一 组 整 基 . CHK 中 必 有 整 基 , 而 
且 它 的 所 有 整 基 的 判别 式 都 相同 , 称 为 天 的 判别 式 , 记 作 Ak. 由 
于 整 基 的 存在 ,K 中 全 体 代 数 整数 对 于 数 的 加 法 和 乘法 构成 环 ， 
A K 中 的 代数 整数 环 , 记 作 Ox. 从 本 书 以 后 各 章 的 内 容 可 知 ， 
很 多 丢 番 图 方程 问题 的 讨论 ,都 要 考虑 Ox 中 代数 整数 的 分 解 ， 

对 于 天 中 的 数 0， 

AQ) = [|] («€ - 7 (1.2.11) 


1Xd« jd 


称 为 8 的 判别 式 . 从 (1.2.11) 可 知 : 当 且 仅 当 8 是 KK 中 的 本 原 元 
时 ,A(0) 关 0;A(90) 必 为 有 理 数 ; 特 别 是 当 6 是 代数 整数 时 ,AC(0) 是 
适合 Ax14(0) 的 整数 . 

设 * 是 天 中 的 代数 整数 .此 时 ， 


D(t) = max lor) — 6,(r)| (1. 2. 12) 
称 为 + 的 直径 . 对 于 正 整 数 d it 
D, 一 „min DC). (1.2.13) 


对 此 ,Favard 曾经 猜测 : 当 d 之 2 BE , جل‎ DOS V3 ,而 且 lin D, 
= 2. 这 两 个 猜想 已 经 分 别 被 Langevin, Reyssat 和 Rhin"? 以 及 
Langevin E X. 

XT 28 8 00 K Ox 中 所 有 的 单位 数 对 于 数 的 乘法 构成 群 , 称 
AK 的 单位 群 , 记 作 Uk. 另外 ,KK 中 所 有 的 单位 根 对 于 数 的 乘法 
构成 有 限 循环 群 , 称 为 K 的 单位 根 群 , 记 作 wx. 它 是 ب7‎ 的 子 群 ， 
通常 用 wx 表示 其 中 单位 根 的 个 数 . 

34 K Ær + 2r, BROKE, Br. =r, Hr, — 1. 此 时 存在 Ux 中 
ry PR وو‎ G—1,2, r0 ,可 使 Ux 中 的 每 个 单位 数 م‎ 都 可 唯 
一 地 表 成 

Sete € Wishes € 2. 0.2.10‏ = ام 
上 述 结果 称 为 Dirichler-Minkowski 单位 定理 , 它 在 代数 整数 的 分‏ 
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解 中 有 着 重要 的 意义 . (1. 2.14) 中 的 单位 数组 08 0st رر‎ RA 
K 的 一 个 基本 单位 组 ,rx 称 为 单位 群 Uk 的 秩 . 

TE a WA VE SES ceG 一 1,2,…,d) 中 , 设 oa ٠٠١ هه‎ 是 实 
Bor, nas Or ir, a 分 别 与 Or +r+1CG， 0, + رسج‎ A fest He e 对 于 
KK 的 任何 一 个 基本 单位 组 {7,3,，… I, ۶۶× 阶 行列 式 

logjam) loglo; 221---1oglo: (7,,.) | 
loglos(7.)| ياوها‎ Gi) |-+-log |o2€7,,.) | 
(1. 2. 15) 
log |a n) | loglo, Cz) [log 1o. 02,2 | 
的 绝对 值 都 是 相等 的 , 称 为 天 的 调整 子 , 记 作 Re. GNI r0 
时 , 必 有 Rx 之 0. 

关于 Re FF, Zimmert ? $$ ك2‎ ip Hj: 25 rk 0 Bb, Re > 
0. 056. 目前 这 方面 的 最 好 结果 是 由 Slavutskii 1 (881 AY , fe uE EH 
T: 当 K 是 适合 حم‎ 0 的 rid-2r; 型 数 域 时 ， 

Ry 之 0. 001 36 “عيرس‎ 91705957, (1. 2. 16) 
另外 ,由 于 天 的 类 数 hx 必 为 正 整 数 , 故 从 (1.4.4) 和 (1.4.5) 分 别 
可 得 Rx 的 上 界 


4-1 
6 
2n 24 5 1 Ta \ | 
(d p z logt 十 3 


* N lAc| (log |Ax |) ^" (1. 2.17) 


以 及 
اعشالا 2 ميم‎ mid 
SBEZCESVIL zr 
. م‎ 1 + log 2 v ھا‎ (1. 2.18) 
مر وت‎ 中 存在 适合 
موت‎ [logis (ر۷9‎ || > Cid) Rx (1. 2.19) 
pet 


* 18* 


的 基本 单位 组 {17 dtt TNR AG. 2. 19) 可 知 该 基本 单位 组 满足 


max( [m] h] Me || > هيت‎ Ro. .2.20) 


对 于 天 中 的 非 零 代数 整数 0,r, 如 果 存 在 K 中 单位 数 p, 可 使 

T= de, (1. 2.21) 

则 称 0 与 是 相伴 的 ,是 2 的 相伴 数 . 显然 ,相伴 关系 是 一 种 等 价 
关系 .从 (1.2.14),(1.2.19),(1.2.21) 可 知 :0 VAWE 


le; 


<Ci@)Re (1.2.22)‏ سکیس 
si‏ 


max log 
i=l, م۰‎ 


的 相伴 数 r. 
$1.3 理想 数 


R K= E d 次 代数 数 域 . 由 于 在 一 般 情况 下 ,KK 中 代数 
整数 的 分 解 不 是 唯一 的 ,因此 有 必要 引入 理想 数 的 概念 . 

对 于 天 中 的 代数 整数 2. ,0 ,… ,0, ,集合 

(69 + h + e + 09h € Ox} (1.3.1) 

称 为 Ok 中 由 9.,0,,…,0, 生成 的 理想 数 , 记 作 [6 ,2 , ٠٠١ 6,[. 单 由 
一 个 代数 整数 0 生成 的 理想 数 [的 称 为 主 理想 数 . 显然 ,K 中 代数 
整数 生成 的 理想 数 都 是 Ox 的 子 集 , 所 以 通常 称 为 Ok 中 的 理想 
数 . 从 (1. 3. 1) 可 知 , 主 理想 数 [1] 实 际 上 就 是 Ox 本 身 , 称 为 单位 
理想 数 , 记 作 了 .由 零 生 成 的 主 理想 数 [0] 称 为 零 理 想 数 . 以 下 仅 考 
虑 同一 Ox 中 的 非 零 理想 数 . 

设 A-—[6,06,,-:,0,], B=; c.c, ]. 当 且 仅 当 存在 Ox 中 
代数 整数 uii vu G 1,2, n. j 1,2, m) RI ME 


m n 
0, = > TET = نر و‎ = ]p2,*,n,j-—1,2,",m 
j=l i=l 


(1. 3. 2) 
时 ,4 与 B 称 为 是 相等 的 , 记 作 4 一 B. 从 (1.3.2) 可 知 :两 个 主 理 
MARLO lA Le HARRER E 
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t= p,p € Ux. (1.3. 3) 

对 于 上 述 的 理想 数 A,B EROT 0,72۱۰ 0۰۰۰۰05۰ 
0,7, 70,7, JIRA A 与 B 的 乘积 , 记 作 AB. 理想 数 的 乘法 满足 交 
换 律 和 结合 律 .& 个 相同 的 理想 数 4 的 乘积 记 作 4*, 并 且 规 定 A 
二 了 .对 于 Ox 中 的 任何 理想 数 4 ,都 有 

AI — IA — A. (1. 3. 4) 

对 于 理想 数 4,B, 如 果 存 在 理想 数 C 可 使 A— 80 إلا‎ 8 B تق‎ 
整除 4.118 B14, 否 则 B} A. %4 B14 时 ,B 称 为 4 的 因子 . 理想 
XX B 能 整除 4 的 充 要 条 件 是 ACC B. 从 (1. 3.4) 可 知 ;任何 理想 数 
A 都 有 因子 4 和 了 ,它们 称 为 A 的 平凡 因子 . 仅 有 平凡 因子 的 非 
单位 理想 数 称 为 素 理想 数 . كلا‎ P 是 素 理想 数 时 ,如 果 己 |4B5, 则 必 
8 P|A X PIB. 

任何 非 单位 理想 数 都 可 分 解 成 为 有 限 多 个 素 理想 数 的 乘积 ， 
如 果 不 计 乘积 中 素 理想 数 的 排列 次 序 , 则 这 种 分 解 是 唯一 的 . 上述 
结果 称 为 理想 数 的 唯一 分 解 定理 ， 

A=[0 ,00.],B 一 [rr ,… ,Tj 时 ,理想 数 D=[0,，‏ فلا 
t0, morts c RA F IIE:‏ ,0 

G) DIA H DIB; 

GD 如 果 理 想 数 C 满足 C14 以 及 C18, 则 必 有 C1D， 

Gi) D 中 的 每 个 数 7 都 可 表 成 7=60 十 +, 其 中 Oc 分别 是 
A,B 中 的 数 . 

如 此 的 D 称 为 理想 数 A 与 B 的 最 大 公 因 子 , 记 作 gcd (A, 
B). 如果 gcd A.B) — I, WFK A 与 已 是 互 素 的 . 另外 ,根据 理想 数 
的 唯一 分 解 定 理 也 可 定义 最 大 公 因 子 . 设 Pi,P;,…,Pi 是 4 和 B 
的 所 有 不 同 的 素 理想 因子 . 此 时 有 


A = P Pze Pt, B = PoPPH, (1.3.5) 
FEF ح 1 ) رن رى‎ 1 , 2,٠٠١ 035 34 AOE ABR. 从 (1. 3. 5) 可 知 
gcd(A,B) = PiP Ph, (1. 3. 6) 


其 中 l=min(syt) )7 »و2212‎ 2 
。20 。 


每 个 理想 数 A 中 都 存在 d PRL 0o gu ME A 中 的 任何 

一 数 0 都 可 唯一 地 表 成 
0 = ai + arp n + ںھ, یتید‎ azat saa € Z. (1.3.7) 

如 此 的 数组 (7 ,7:，…，,7z} 称 为 4 的 一 组 基 . 已 知 理想 数 4 的 基 必 
为 天 的 基 , 而 且 同 一 理想 数 4 的 基 有 相同 的 判别 式 , 它 称 为 4 的 
判别 式 , 记 作 ACA). 

设 {wolw，…owz)} 是 天 的 一 组 整 基 ， Un ,77 是 理想 数 A 
的 一 组 基 . 由 于 honto 都 是 Ox 中 的 代数 整数 , 故 有 整数 dij 
G,j—1,2,*-,d)n[fii 


7, 9 (1.3. 8) 
此 时 ,和 矩阵 M= (a). 的 行列 式 的 绝对 值 与 K 的 整 基 以 及 4 的 基 
的 选择 无 关 , 它 称 为 理想 数 4 的 范 数 , 记 作 NCA). 4 A=0] EE 
理想 数 时 ， 
NOD = |Nx,.(0)]. (1.3. 9) 
对 于 理想 数 A、B, 必 有 NCAB)=NCA)N(B). BT MC. 2.10), 
(1. 3. 8) 可 得 
ACA) = (N(A) Y Ax. (1.3. 10) 
如 果 Ox 中 的 代数 整数 7,zr 满 足 41[7 一 可, 则 称 7 与 = 对 模 4 
同 余 , 记 作 7 二 r(mod 4). 根 据 上 述 的 同 余 关 系 , 可 将 Ok 中 的 全 
体 代数 整数 分 成 NC(A) 类 ,使 得 同类 的 数 彼此 对 模 4 同 余 , 不 同类 
的 数 互 不 同 余 . 这 些 类 统称 为 模 4 的 剩余 类 . 
对 于 理想 数 4A, 必 有 正 整数 a 可 使 
A|[a]. (1.3.11) 
4 4= 了 时 ,(1. 3.11) 中 的 z=1; 当 4 天 7 时,a>1. 对 于 素 理 想 数 
了 , 必 有 唯一 的 素数 p 适合 Pip]. 如 此 的 p 称 为 P 的 相关 素数 . 
此 时 存在 正 整数 f 可 使 
N(P) = pf. (1. 3.12) 
因为 对 于 Ox 中 任何 代数 整数 0 都 有 
ON = @(mod P), (1.3.13) 
م رو‎ 


所 以 (1. 3.12) 中 的 f 称 为 素 理想 数 P. 的 剩余 类 域 次 数 . 
设 p 是 素数 .Ox 中 的 主 理想 数 Lp] 有 以 下 分 解 式 
Cpl = PUP Bee Pir ,elses ,es EN, (1. 3.14) 
其 中 رط‎ Po ,Ps 是 不 同 的 素 理想 数 . (1. 3. 14) 中 的 g 称 为 p 的 
分 裂 次 数 ,e;(i 二 1 ,2,… ;8) 分 别 是 P,Gz1,2,-, g) H c dE C. 
当 g=1 且 e=1 时 ,Lp 本 身 就 是 素 理想 数 ,此 时 称 pi K 中 是 
惯性 的 . 当 ره‎ ,e,,… ,es 中 至 少 有 一 数 大 于 1 时 , 称 p 在 中 是 分 
野 的 .素数 م‎ 在 居中 分 歧 的 充 要 条 件 是 piAx. 由 于 从 (1. 3.10) 可 
Al Np) “م ع‎ RM. 3.1008 NUPO—p^G-—1,2, eg), 
其 中 f;(=1,2,…,g) 是 适合 l 


D ef, = d. (1. 3. 15) 


的 正 整数 . 当 g=d 时 ,从 (1. 3.15 [18 كرح ,ع‎ —1G— 1,2, g). 
此 时 称 p TE K 中 是 完全 分 裂 的 . 

对 于 给 定 的 非 零 整 数 a 以 及 素数 p, 存 在 唯一 的 非 负 整数 ， 
可 使 pla Bop) a. mE k RIRN p 在 整数 a 中 的 阶 , 记 作 
ord, Ca) Ff ARLE ord, (0) = oo. 根据 理想 数 的 唯一 分 解 定 理 , 阶 
的 概念 可 以 推广 到 素 理想 数 的 情况 . 对 于 给 定 的 非 零 理想 数 4 以 
及 素 理 想 数 忆 , 存 在 唯一 的 非 负 整数 ,可 使 

A اش خر سے‎ , )1.3.16( 
其 中 4' 是 适合 ged( P, A’) — I 的 理想 数 . (1. 3.16) PHL RAE 
理想 数 P 在 理想 数 A 中 的 阶 , 记 作 orde CA) FF AM orde (L0 D 
=, 对 于 理想 数 ALB للا ئا کر کر لیا‎ n, BRA 
ordp(AB)= ordp(A) + ordp(B) ,ordp(A") 
= nordp(A). (1. 3. 17) 

设 7 是 Ox 中 的 非 零 代数 整数 . 对 于 主 理想 数 [7], 阶 orde 
CCa D38 WiC 4E orde (7). 因此 从 前 面 的 规定 可 得 orda (0) ع‎ oo. 显 
然 , 当 且 仅 当 7 是 单位 数 时 ,对 于 任何 素 理想 数 已 都 有 orde = 
0. KG. 3.14) 可 知 , 当 7 是 整数 时 ， 

ordp(7) = eordp (7), (1. 3. 18) 
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其 中 p 是 P 的 相关 素数 ,e 是 PP 的 分 歧 指 数 . 
KOE K PRE. دعل حدس‎ )0( . BH 0 FE Ox 中 的 代数 整数 . 
此 时 ， 
ordp (0) = ordp (v0) — ordp(v) (1. 3. 19) 
称 为 素 理想 数 己 在 2 中 的 阶 .根据 定义 (1.3. 19 n] 70 : fr ordp (9) 
可 以 取 负 整数 值 . 当 ord (00 220 时 ,9 称 为 P-adic 整数 ;特别 是 当 
orda (0) =0 时 ,0 PRA P-adic 单位 . 
对 于 Ox 中 的 非 零 代数 整数 7, 从 (1.1.12), (1.2.7) 和 
(1. 3. 9) 可 知 
NOD = INe WI S| >> (4H600)*; (1.3.20) 
MAC. 3.12) 可 知 
NID سے‎ (NCP)) "ip? = peo, (1. 3. 21) 
结合 (1. 3. 20) 和 (1. 3. 21) 立 得 


ordp(7) xz (1. 3. 22) 


dlogdH (9) 
flogp ' 

于 是 ,从 (1. 3. 19),(1. 3.22) 可 知 ; 对 于 任何 非 零 代数 数 9, 必 有 
ord» (0) < C, (d)logH (0). (1. 3. 23) 


$1.4 理想 类 、 理 想 类 群 


R K—O (a) E d 次 代数 数 域 . MF Ox 中 的 理想 数 ALBI ,如 

RE EB]. [e]. E 
，[7j4 = [7]B, (1.4.1) 

则 称 A 与 B 是 相似 的 , 记 作 A~ B. 理想 数 的 相似 是 一 种 等 价 关 
A. 理想 数 4 是 主 理想 数 的 充 要 条 件 是 A~1. AB 且 A' — B' 
时 , 必 有 44' 一 BB'. 当 4C~BC 时 ,可 得 4 一 B. 

根据 相似 性 ,可 将 Ox 中 的 全 体 理想 数 分 成 若干 类 ,使 得 同类 
的 理想 数 皆 相似 ,不 同类 的 理想 数 互 不 相似 . 由 相似 的 理想 数组 成 
的 类 称 为 理想 类 ,包含 单位 理想 数 了 的 理想 类 称 为 主 理想 类 . 

当天 是 一 十 2r* 型 数 域 时 ,Ox 中 的 每 个 理想 类 中 都 有 适当 的 


。23 。 


理想 数 4 满足 
N(A) < My, (1. 4. 2) 


其 中 
Mr 一 | 二 Vial ۱ (1. 4. 3) 


称 为 K Minkowski 常数 . 由 于 范 数 NW(4) 都 是 正 整 数 ,而 且 仅 
有 有 限 多 个 不 同 的 理想 数 有 相同 的 范 数 , 故 从 (1.4.2),(1.4.3) 可 
知 Ox 中 不 同 理想 类 的 个 数 是 有 限 的 . 不 同 理想 类 的 个 数 称 为 K 
的 类 数 , 记 作 he. 

显然 , 当 且 仅 当 Ak —1 时 ,Ox 是 主 理想 整 环 . 此 时 Ox 中 的 理 
想 数 都 是 主 理想 数 ,唯一 分 解 定 理 在 Ox 中 成 立 . 由 此 可 知 ,类 数 
的 大 小 是 衡量 Ox 中 代数 整数 分 解 的 复杂 性 的 重要 标准 . 因此 , 关 
于 类 数 的 上 下 界 的 估计 一 直 是 一 个 引 人 注 目的 课题 . 1969 年 ， 
Siegel GE B] T 24 K RE ru رسج ل‎ 型 数 域 时 ， 


(d — p[1 RE n 十 Zlog2 


٠ N |Ak] (log| Ak 1) > (1. 4. 4) 


此 后 Lenstra575 将 上 述 结 果 改 进 为 


hkRk < مكلصي‎ 


"E m 


4-2 


2 lA | 72 
ہر ہے‎ — 1T log ھا امام‎ 
M fa = يمرب‎ VA ES (1. 4.5) 
59h .QuémeP كركذ‎ RI EG BERI SE RS Jp TEA T : 
hx < Mit (eed) Mog? | (1. 4. 6) 


关于 he 的 下 界 ,Stark25 证 明了 :当天 是 六 十 2r: 型 Abel 数 域 时 ， 


۷ اخ‎ eT Q/2)/80ogDT(Q /2)— 21/8 


ont ntig. 


AxRx <5 


. 246 


. 1 1 
min| a LA Tz rac pa] ， (1. 4. 7) 


HP r) C) h RÆ Euler L RRR S BM. 最 近 , KR 
华中 对 于 21d 的 情况 改进 了 上 述 结果 . 他 证 明了 : 
wk N [Ax | 
2'1+7233m2log4 | Ax | 
如 果 对 于 K 中 任意 两 个 代数 整数 2,r, 必 有 代数 整数 7,6 可 


hkRy > (1.4. 8) 


使 
0 = ar 4-0, INe: CO) |  INg, CO, (1.4. 9) 
则 称 K 是 Euclid 数 域 . 当天 是 Euclid 数 域 时 , 必 有 hk — 1. 然而 
当 hx 二 1 时 ,KK 不 一 定 是 Euclid 数 域 . 

设 x, 多 是 Ok 中 的 理想 类 . 如 果 存 在 理想 类 多 ,可 对 任何 的 
理想 数 AC عم‎ VAS BC 28 783 ABC V MAROC de o SSH 
乘积 , 记 作 CB. CL Ox 中 的 所 有 理想 类 对 于 理想 类 的 乘法 构 
成 Abel 群 , 称 为 KK 的 理想 类 群 , 记 作 C(K). 此 时 , 主 理想 类 是 C 
(天 ) 的 单位 元 , 记 作 ک‎ 

根据 Abel 群 的 基本 性 质 可 知 : 对 于 Ox 中 的 任何 理想 类 o, 
DAE] | 


Ak 一 E, . (1.4.10) 
从 (1.4.10) 可 知 存在 正 整 数 ” 可 使 
w= E, (1.4.11) 


满足 (1. 4. 11) 的 最 小 正 整数 称 为 理想 类 .ez A Ew). 显 
然 , 正 整数 =” 满足 (1.4. 11) 的 充 要 条 件 是 (-ery |n. 


81.5. 二 次 域 . 二 元 二 次 型 


次 数 等 于 2 的 代数 数 域 称 为 二 次 域 , 它 是 除 有 理 数 域外 最 简 
单 的 代数 数 域 . 二 次 域 以 及 与 它 平 行 的 二 元 二 次 型 理论 ,在 丢 番 图 
方程 的 讨论 中 有 着 十 分 重要 的 意义 . 

RD 是 无 平方 因数 整数 ,KK 二 QQ(YVD). 此 时 KK 是 二 次 域 . 当 
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D<0 时 ,天 是 虚 域 , 称 为 虚 二 次 域 ; 当 D>>0 时 ,K 是 实 域 , 称 为 实 
二 次 域 . 由 于 任何 二 次 代数 数 a BAT RM a= (ab VD )/c, 其 中 
a,b,c 是 整数 ,D 是 适当 的 无 平方 因数 整数 ,所 以 当 D 取 遍 所 有 的 
无 平方 因数 整数 时 ,相应 的 Q( VD ) 取 中 所 有 的 二 次 域 . 
K 中 的 任何 一 数 0 都 可 唯一 地 表 成 
g= ab Qi (1.5.1) 
9 是 Ox 中 的 代数 整数 的 充 要 条 件 是 (1. 5. 1) 中 的 a,2 为 满足 
[ = b(mod2), 4 D = 1Gnod4) ۰ 
a=b=0(mod2), كلا‎ D Æ 1(mod4) Hf. 
的 整数 , 设 


(1.5. 2) 


2 (1.5.3) 
VD, لا‎ DÆ 1(mod4) AY. 
A 2.5.10, (1.5. 22 Hf Al (1,9 (D) HE K 的 一 组 整 基 . 于 是 从 
(1.5.3) 可 知 天 的 判别 式 
D, 4 D=1(mod4) if, 
an = 8 34 D عد‎ 1 (mod4) 时 . (1-5-4) 
因为 دع‎ VD 是 代数 方程 
معدم دقر‎ (1. 5. 5) 
的 根 ,而 且 它 的 另 一 个 根 是 سے‎ - YD, 所 以 KK 的 Galois # Gal 
(K/Q)= (oo ) , HORA 06150» 满足 


ہت و منج 
'" 2 2 


D = 1(mod4) Bj,‏ قلا جس 
a(D) =‏ 


,0 2 الك 


9, : az “十 和 | 一 < 二 (1. 5. 6) 
从 (1.5.1), 0.5. 6) nf Ai 
Tx.) = a, Ng. (8) = ni — DU). 4.5.7) 


4 D<0 时 ,因为 一 一 0, 故 有 
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2 
Uy =W = 
BITES 4 Ag 一 一 4 时 
{+1} 当 Ak 去 一 4 时 
(1.5.8) 


时 ,由 于 KK 是 实 域 , 故 有‏ 0>> علا 

K= ۲ (1. 5. 9) 
X 8 rg — 1, لیا ۴ک‎ 5 Dirichlet-Minkowski 单位 定理 ,从 (1. 5. 9) 
可 知 此 时 


KK 一 ( 士 学 ) REZ, (1. 5. 10) 
其 中 
7 了 一 uu YD, (.5.1D 
XE (u,v) = Ga v) dé Pell 方程 
u? — Dv! ناوه 4 ججح‎ EZ (1. 5. 12) 


的 一 组 适合 470,220 AR uty /D<ut+v VD 的 解 ,其 中 
(u,v) 过 方程 (1. 5.12) 的 所 有 正 整数 解 . 如 此 的 7 称 为 实 二 次 域 天 
的 基本 单位 数 ， 

已 知 当 且 仅 当 D= 一 1, 一 2, 一 3, 一 7; 一 11 H, B- KROQ 
) / DO & Euclid 数 域 ; 当 且 仅 当 D—2,3,5,6,7,11,13, 17,19, 
21,29,33,37,41,57,73 W}, XZ KRA VD ) 是 Euclid GRE. 
关于 类 数 等 于 1 的 二 次 域 ,Gauss'* 曾 经 提出 以 下 三 个 著名 
的 猜想 : 1 

猜想 1.5.1 4 Doit BOK K - © ) / 1 ) 的 类 数 
هه حر[‎ 

猜想 1.5. 2 XUT ۸ع‎ 2۵ E LIE ERICH AARETE 
KK 可 使 h= t تل لا ظا‎ -- 3 时 , 仅 有 下 列 情况 满足 hx = 


t: 
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万 一 一 1, 一 2, 一 3, 一 7, 一 11， 
— 19, — 43, — 67, — 163, 
D——5,—6, — 10, — 13, — 15, — 22, — 35, 
— 87, — 51, — 58, — 91. — 115, — 123, 当 上 一 2 时 ， 
— 187, — 235, 一 267, — 403, — 427, 
D =— 23, — 31, — 59, — 83, — 107, — 139, 
— 211, — 283, — 307, — 331, — 379, 当 上 = 3 时 ， 
— 499, — 547, 一 643, — 883, — 907, 
猜想 1. 5. 3 存在 无 限 多 个 类 数 等 于 1 的 实 二 次 域 . 
上 述 的 猜想 1.5.1 已 被 Hecke!!, Deuring[2], Mordellte6] ， 
Heilbronn/59 & AGEN; $8 48 1.5.2 中 := 二 1 和 2 的 情况 已 由 
Baker!) Stark"? 分别 独 立地 解决 了 ,他 们 的 证 明 用 到 了 
“al! fond-Baker 方法 以 及 Heegner*? i6 £& SR; 78158 1. 5.2 的 一 般 
情况 则 是 由 GoldfeldU9 , Gross 和 Zagierss "1 等 人 运用 算术 代数 几 
何方 法 解决 的 . HEIL Oesterle! HET , ہلا‎ DOM, 


hx > C, dog|Ax |) lI h- 2 Vp |, (1. 5.13) 
i "EN 


p# | ا یرہ‎ 
م حو جر‎ 是 素数 ,[2 مہ‎ ] 表 示 不 超过 2 VP 的 最 大 整数 . 关于 
(1. 5. 13) 中 的 常数 C ,Oesterlé™ A ik 8 H , 0, 21/7000. 目前 已 
知 的 最 好 结果 是 由 陆 洪 文 "31 得 到 的 ,他 证 明了 :Cl 之 1/54. 根据 结 
果 (1.5.13), Mestre?" fgg pe T 58 18 1.5.2 Pr= 3 时 的 情况 ， 
Arno"! ,Wagner02] 相 继 找 出 了 所 有 类 数 等 于 4,5,6 或 7 的 虚 二 
次 域 . 另外 , 猜想 1. 5. 3 是 一 个 至 今 远 未 解决 的 难题 ,有 关 这 方面 
的 详细 情况 可 参见 文献 [83]. 
对 于 整数 4, 设 x(a) 是 二 次 域 玉 =Q( VD ) 的 特征 函数 ,L(s， 
OÆ پر‎ W Dirichlet L 函数. 已 知 K 的 类 数 hx 可 表 成 
وه‎ Veli D > 8۰ 
hk = (1.5.14) 


Ak 、 
Fog ne 1? 0ز كلا‎ < 0 8۰ 


。28 。 


其 中 w= Wy | 是 KK 中 不 同 单位 根 的 个 数 . 由 于 从 文献 [66j] 的 定 
理 12. 13. 3 可 知 


La, D| > 1+ Flog ۵ا‎ ，， 
故 从 (1. 5.14) 立 得 类 数 hx B ERE 


Ox Y lAl نم‎ 1 + Flog |۵ )6ے مر وت‎ 
hy < 

V Ax 1 + liogA 1 4 D> 6۰ 

K‏ 2 7ج218 


Wt D' 是 非 平方 整数 . 此 时 有 适当 的 正 整 数 7 以 及 无 平方 因数 
整数 D 可 使 D'—DP. 如 果 整 数 a,b,c HRC —ac=—D' ,而 且 当 
D' «0 Bf a2 0, WI ERE ARMS HAR (X,Y) =aX?+26XY+cY’ 
是 判别 式 等 于 4D' 的 二 元 二 次 型 ,简称 型 , 记 作 f= ص2( 20 ھ)‎ 
gcd(a, 2b,c)=1 时 ,了 称 为 原型 ,否则 为 非 原型 . 

SL,(Z) 是 全 体 行列 式 等 于 1 的 二 阶 整数 矩阵 的 集合 . 对 于‏ خلا 
BHR‏ ری رايع sme =|" M‏ 

gOX,Y) = f(rX + sY ,tX + uY) 
也 是 判别 式 等 于 4D' 的 型 . 如 此 的 型 了 与 ع‎ 称 为 狭义 相似 的 , 记 作 
f 之 g. 型 的 狭义 相似 是 一 种 等 价 关 系 . fog 时 ,j 与 g 同 为 原 
型 或 非 原型 . 

对 于 给 定 的 判别 式 4D' ,可 将 全 体 判 别 式 等 于 4D' 的 原型 分 
成 若干 类 ,使 得 同类 诸 型 皆 狭 义 相 似 ,不 同类 的 型 互 不 相似 . 如 此 
分 类 所 得 的 类 数 是 有 限 的 , 记 作 有 (4D'). 已 知 二 次 域 的 代数 整数 
环 中 的 理想 数 与 原型 .二 次 型 的 类 数 与 原型 的 类 数 之 间 有 着 对 应 
的 关系 (参见 文献 [83] 第 二 章 )， 

以 下 通过 原型 表 整 数理 论 ,给 出 一 类 基本 的 指数 型 丢 番 图 方 
程 的 解 公 式 . 这 些 结果 在 以 后 各 章 的 讨论 中 经 常用 到 ,其 详细 证 明 
可 参考 文献 [75],[76]. 

设 Di, D, 是 适合 D,>0,gcd(D, روص‎ —1 以 及 D,D,— D' يام‎ $ 
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Bik 是 适合 ged D) —1 的 整数 ,w(&) 是 有 的 不 同 素 因数 的 个 
数 ， 
1， 1, ِا‎ ۰ 
è= | “一 ھ۶0‎ 
引 理 1.5.1 پا‎ 
DU’ — DV? ع‎ 3,U,V EZ (1. 5. 15) 
有 人 解 (U,V) 时 ,如 果 方 程 
Dir? — D,y!— Oh x,y,z € Z,ged(xr,y) 
ج,( سے‎ <0 (1. 5.16) 
有 解 (z,y,z), 则 它 的 所 有 解 可 分 成 279 EAS e پل لا 7چ‎ 
成 立 : i 
GST SES S HHA 1 AR Cro y 0 — Gs yo رع‎ UE 


xr, > 0,y, > 0,2; Sez, (1.5.17) 
1< zı N Dı + yı ND, 
zı N D, — yı VD, 
«(uy v, VD') D 20, (1. 5. 18) 
h (4D! ) = 0(modz,), (1.5.19) 
其 中 z 过 解 类 5 PAS PAIR yz) tv, VD' 是 Pell HE 
w 一 Ds? = lusv EZ (1. 5. 20) 


的 基本 解 . 如 此 的 (zi,y,z) 称 为 解 类 S 中 的 最 小 解 . 
Gi) MOR ہر ما‎ ,zi) 是 解 类 S 中 的 最 小 解 , 则 S 中 的 任何 一 组 
解 C(z,y,z) 都 可 表 成 


z = zt, 


z VD, +y VD, 
d 


۱ . 30* 


ja VD ل سج‎ D: (u+v JD). 
ól 
4 D لوا رس‎ D, 1 8 2| 4 8[ 


zi D, + n VD. (y Jp, +v fps]. 


Bf.‏ 8 1 > رم لا 


=] 


(1.5.2) 
其 中 上 是 正 整 数 ,AE {一 1,1), (u,v), (U,V) 分 别 是 方程 
(1.5.20),(1.5.15) 的 解 . 

引 理 1. 5. 2 347; E (1. 5. 15) 无 解 时 ,如 果 方 程 (1. 5. 160 fg 
解 (x,y,z), 则 它 的 所 有 人 解 可 分 成 若干 个 解 类 ,其 类 数 不 超 过 
1س‎ ,并 且 有 : 

G ERK S PIA 1 AR Geo xD ع‎ Gre yo zO EAE. 
(1.5.1725, 1.5. 10 کر لیا‎ 

ACA4D' ) = 0(mod2z,) (1. 5. 22) 

Gi) HER ری ہر ع)‎ ERR S 中 的 最 小 解 , 则 S 中 的 任何 一 组 
解 (z,y,z) 都 可 表 成 


z ND, + y VD; 
0 8 


z= xt! 
= BYE YD (ut+v VD), (5.23) 


其 中 心 是正 奇数 ,ME (71:1). (u,v) 是 方程 (1. 5. 20) 的 解 . 

当 & 是 适合 ged 6, D' ) ع‎ 1 的 素数 时 ,由 于 9 00 ع‎ 1, OA SI 
理 1.5.1 和 1.5.2 直接 可 得 : 

推论 1.5. 1 当 D' 是 奇数 时 ,如 果 方 程 

Di! —D,yi—Z'uxC€Zgced(,.y) 
=l,z>0 (1. 5. 24) 
有 和 解 (x,y,z), 则 它 有 唯一 的 解 (z,y,z) رس ہیر ھ) عد‎ M گر‎ 
(1.5.17),(1.5.18) 以 及 
.31 。 


0(modz,), 347r f& (1. 5. 150 有 解 时 ， 
0(mod22,) , 2477 f& (1. 5. 15) 无 解 时 ， 

(1.5. 25) 
这 里 的 = 过 方程 (1. 5.240 BY 175 ## Cn y 22. WER ) ۴ت رر‎ 
为 方程 (1. 5. 24) 的 最 小 解 . 当 方 程 (1. 5. 15) 有 解 时 ,方程 (1.5. 24) 
的 任何 一 组 解 (zx,y,z) 都 可 表 成 


h(4D') =| 


_ VD, +yVD, 
ad 0» کو‎ 
[a VD + im YA ے)‎ um). 
2 
o) SD =1RD < 1821288 — ومع م‎ 
[ayp +a PN +v VB) 
2 


D,>1#8 2le me,‏ قلا 
其 中 zt 是正 整 数 ,A€ (-1,1}, (u,v), U,V PHBE‏ 
的 解 ; 当 方 程 (1. 5. 15) 无 解 时 ,该 方程 的 任何‏ )5.15 .1( ,)20 .5 .1( 
一 组 解 (z,y,z) 都 可 表 成‏ 


zD, + yVD, 
2 


z= zt, 
= xz Di + Ayı ND, (lu +v JD’), (1.5.27) 
2 


其 中 是 正 奇数 ,4€ {一 1,1), u,v) EAR. 5. 20) 的 解 . 
推论 1.5.2 Wt م‎ REG pI HARM. WRB 
Diz — Dıy = p*,x,y,.z € Z,ged(r,y) 
=l,z>0 (1. 5. 28) 
8 ## Gr. y. 20. WWE 8 6 — د) #6 اخ‎ yz) = Gro yo zO WE 
(1. 5. 175, (1. 5. 1D AR. 5. 25) KAW ع‎ 过 该 方程 的 所 有 解 
Cx y»2). 如 此 的 (xi,yi,z1) 称 为 方程 (1. 5. 28) 的 最 小 解 . 当 方 程 


32 * 


(1.5.15) 有 解 时 ,方程 (1.5.28) 的 任何 一 组 解 (z,y,z) 都 可 表 成 
Z= Zt, T VD + y VD, 
(z VD, + ax, V D] ( u+v sD), 


80+ 21 ق 1 < بم = D,‏ 
)5.29 .1( 2۹ ظط 13 = D‏ ىك 


8 VD, + ay, VD (u VD, v VD , 
4D, < 1 8 2\e 8۰ 
其 中 上 是 正 整 数 ,AGE {一 1,1}, (u,v), (U,V) 分 别 是 方程 
(1.5.20),(1.5.15) 的 解 ; 当 方程 (1. 5. 15) 无 解 时 ,该 方程 的 任何 
一 组 解 (z,y,z) 都 可 表 成 


z= ut ج,‎ ND, + y VD: 
= [x VD, + Av VD) [u+v VD), (1.5.30) 


其 中 # 是 正 奇数 ,XE (71:1). (u,v) 是 方程 (1. 5. 20) Bf. 
推论 1.5.3 设 رصق رص‎ 是 互 素 的 正 整 数 ,p 是 适合 pt DD, 
的 奇 素数 . 如 果 方 程 
Dix! + Dry’ = Apf,x,y,z € Z,gcd(r,y) 
=l1,z>0 (1. 5. 31) 
有 人 解 (x,y,z)， 则 它 有 唯一 的 正 整 数 解 (zi ,yi ,zi) 适 合 zz LAR 
O(mod 3z,),24 min(D,,D,) = 1 时， 
0(mod 62;) , 34 minCD, D) >i}, 
(1. 5. 32) 
其 中 > 过 该 AT ERACI, yz). WIEKI بر, ,ع)‎ , RAE 
C1. 5. 31) 的 最 小 解 . 此 时 ,该 方程 的 任何 一 组 解 (+,y,z) 都 可 表 成 
frac قلا‎ min(D,,D,) = 1H], 
z= zitt EN | . 
gcd(6,¢) = 1,34 min(D,,D,) > 1 Bj, 
(1. 5. 33) 


ACAD,D,) = | 


zVD, 上 +yV- D, 
2 


. 336 


= رم‎ | VD, + ayi N — D; QAOSÀQ€ (— 1,1). 
2 


(1. 5. 34) 
推论 1.5.4 R رص رص‎ 是 互 素 的 正 整 数 ,p 是 适合 pl DID, 
的 奇 素数 . 如 果 方 程 
D,z* + Diy? —2p,r.y,z € Z,ged(r,y) = 1,270 
(1. 5. 35) 
8 8# Ges y oz), جلا جک إإإلا‎ 8 PE H EERE Gn بر‎ 2 EA zSz 以 
及 


hC— 4D.D,) = 0) 22i), (1. 5. 36) 
其 中 = 过 该 方程 的 所 有 解 (z,y,z). WER oz KANE 
(1.5.35) 的 最 小 解 . 此 时 ,该 方程 的 任何 一 组 解 (z,y*z) 都 可 表 成 


z=ztt © [1,2 وغ‎ (1. 5. 37) 
xzVvVD,+yv—D, 
V2 
= "یی‎ EI N Di + hy N — De} ,N,N € (— 1,1). 
V2 


(1. 5. 38) 

从 上 述 结果 可 知 : 形 如 (1. 5.16) 的 方程 的 所 有 解 都 可 由 有 限 

多 个 最 小 解 生 成 ,这 些 最 小 解 的 上 界 都 与 判别 式 等 于 4D D 的 二 

元 二 次 原型 的 类 数 A(C4DiD:) 有 关 . 对 于 非 平方 整数 D ,类 数 h 
۶ر ہیں‎ ER 


EXP + Hogi’), 4D > 0 时 ， 


2 /D' 
log( u, 十 vi JD’) 


ACAD!) < 
[1 十 هملك‎ | S4 D > ont. 


(1. 5. 39) 


$1.6 分 解 型 


Bd 是 大 于 1 的 正 整数 ,f(X) 是 可 表 成 (1.1.1) 的 d 次 本 原 
多 项 式 . 如 果 f(X) 在 @ 上 是 不 可 约 的 , 则 称 相 应 的 二 元 齐 次 多 项 
SCX SY) aX! ta XY +e tay 是 一 个 二 元 d 次 原型 , 记 
VE f — {aoya,…,az). 它 是 二 元 二 次 原型 的 推广 . 设 x 二 a 是 代数 
Jr EO. 1.20 8948 به‎ (00 G— 1,2, dad) fia B] ک‎ 1 E. 此 时 ， 


H,-— max( laol s jai | ses laal) , 


Ar 一 ait? I] (aia 一 oja)’ (1. 6. 1) 


1<i<ysd 


分 别称 为 /(X,Y) 的 高 和 判别 式 . 

设 GZ:(2Z) 是 全 体 行列 式 等 于 士 1 的 二 阶 整数 矩阵 的 集合 . 对 

FT= | Le GLD ,多 项 式 

g(X,Y) = f(rX + sY iX +uY) (1. 6. 2) 
也 是 判别 式 等 于 A, 的 二 元 4 次 原型 . 如 此 的 /(X,Y),g (X,Y) 称 
为 是 广义 相似 的 , 记 作 FOXY ~e (X,Y). 二 元 4 次 原型 的 广义 
相似 是 一 种 等 价 关 系 . 根据 广义 相似 性 ,可 将 所 有 判别 式 相 同 的 二 
元 4 KR ARAB, HSB BAT A, A ]8[ 36 زم‎ 9 
互 不 相似 . 由 相似 的 型 组 成 的 类 称 为 等 价 类 . 

如 果 当 gX NARAS A(X,Y) 广 义 相 似 的 型 时 ,都 有 Hy 
SH, WR f(X,Y) 是 其 所 在 的 等 价 类 中 的 约 化 型 . 设 (X,Y 了) 是 
二 元 4 次 约 化 型 . 早 在 1773 &, Lagrange! B Ze uEHB , كل‎ 4 —2 
时 ， 

H; > C,CGA;D. (1. 6. 3) 
1851 年 ,Hermite's] 将 上 述 结果 推广 到 了 d=3 的 情况 . 1972 年 ， 
Birch 和 Merriman 解决 了 一 般 的 情况 . 他 们 证 明了 ; 当 473 
时 ， . 
H; > Ct (d, |AD. (1. 6. 4) 
从 (1.6.3),(1.6.4) 可 知 :判别 式 等 于 给 定 整 数 的 二 元 & 次 原型 
٠. 35 5 


t u 


等 价 类 的 个 数 是 有 限 的 . 

由 于 约 化 型 在 同类 诸 型 中 有 最 小 的 高 ,所 以 有 关 它 的 算术 人 性 
质 颇 受 注意 . 关于 二 元 d 次 约 化 型 /A(X,Y) 的 高 ,Gy6ry" J 在 1973 
年 首先 给 出 了 可 有 效 计算 的 上 界 . 他 证 明了 : 当 ےر‎ 时 ， 

Hy < Cd, | AD Ay], (1. 6. 5) 
其 中 A, 是 a 的 分 裂 域 工 的 判别 式 . 1991 年 ,Evertse 和 Gyory 9?) 
证 明 上 界 (1.6.5) 在 ao 关 1 时 也 成 立 . W JE , Evertse 36 ER 
(1. 6. 4) 改 进 为 


H; «C; d, IA, D | A; I7», (1.6. 6 
由 于 Lewis 和 Mahler"? p BAHT H 的 下 界 
H, m d^ wva2-» | ]رك‎ 707», (1. 6. 7) 


所 以 上 界 (1. 6. 6) 是 一 个 很 强 的 结果 . 

设 Gy 405 ,*** ,Q, EEQ 上 线性 无 关 的 代数 数 ,K—Q(a a, 
om) 是 过 次 代数 数 域 . 此 时 ， 

M(a, 2; ,***,0,) 一 ai 十 azZz 十 eee 
F رتت »صنتو وميه‎ EZ (1.6.8) 

称 为 天 的 一 个 线性 2 - 模 , 简 称 模 . 如 果 wm وم‎ s ره‎ PAE کر‎ 的 
一 组 基 , 则 称 M(a,as,…,a,) 是 中 的 完全 模 . 对 于 K HRM 
(a ريه و‎ ٠*١ ,an) ,如 果 存 在 KK 的 子 域 工 ,这 里 工 既 不 是 有 理 数 域 也 
不 是 虚 二 次 域 , 可 使 MG yw,，…,w) 是 工 中 的 完全 模 , 则 称 它 在 
K 中 是 退化 的 ,否则 是 非 退 化 的 . 

设 sG 一 1,2，…pd) 是 从 K RIC 的 d TRA. 对 于 天 中 的 数 
0,3 0? —o,(0) G6—1,2,*,d). ME M(a,a,,…,a,) 是 的 模 ， 
WA EER a 可 使 


7 ۰ 
f, X X 一 al [( aP X, 十 ap, 十 … 十 aj X.) 
i=1 


(1. 6. 9) 

为 系数 互 素 的 元 4 次 齐 次 整 系数 多 项 式 , 称 为 上 K 上 的 n 元 d 次 
模型 .显然 ,以 上 提 到 的 二 元 d 次 原型 是 它 在 4 二 2 时 的 特例 . 

更 一 般 地 ,如 果 系 数 互 素 的 4 元 2 次 齐 次 整 系数 多 项 式 S 


。36 。 


OX, X5, XD B [E HR 
d 
fFOG,Xi, Ks) = a | 7ر م)]‎ + BXz + + BaX,), 
i-l 


(1. 6. 10) 
其 中 a AES BW, Bj CG=1, 2,٠٠١ ,dsj 二 1,2,…,n) 是 代数 数 , 则 
KEE n 76 d 次 分 解 型 .对 于 一 般 的 分 解 型 也 可 引入 广义 相似 ,等 
价 类 、 约 化 型 等 概念 ,并 且 已 经 得 到 了 与 二 元 d 次 原型 类 似 的 结 
果 ( 参 见 文献 [34],[40],[41],[42],[60],[61]). 
KAA. 6.9) 可 知 模型 是 一 类 分 解 型 . 除 此 以 外 ,还 有 以 下 两 类 
讨论 较 多 的 分 解 型 . 设 MC sasa) E K HE, 
M® (a, a5, ,a,) = a(? X, + af? X, foe + aX, 
i= 1,2,--,d. (1. 6. 11) 
此 时 
D(X,,X,,,X,) = a[[ (MP Ca yao) 
پا جج‎ (1. 6. 12) 
— M (a, a; ,*-,2a,))?,a EN 
称 为 关于 代数 数 مب ويه یہہ‎ 的 判别 式 型 . 它 是 一 类 元 d(4— 
1/2 次 分 解 型 . 另外 , 当 人 1,a,…,as_1) 是 KK 的 一 组 整 基 时 ,从 
(1. 2. 10) 可 知 


( M? (a, a, , * ,0,.,) — M? (a, as , *-- T7292 2 
1>1> >0 


= OG, X, Xu DAR, (1. 6. 13) 
其 中 IGXG,,X,, 7 ,Xa_1) 是 整 系数 多 项 式 . 如 此 的 TCX, X. 
XL MAK F BE (0,221 MRA. 它 是 一 类 2-1 元 
(d—1) (d4—2)/2 次 分 解 型 . 


رھ رولت .$1.7 - 


设 a 是 d(d 之 2) 次 代数 数 . 1844 年 ,Liouvillett 证 明了 ;对 于 
任何 正 数 5, 不 等 式 


。37 。 


a 一 £z Day € Z,y > 0,ged(z,y) = 1 


(1.7.1) 
仅 有 有 限 多 组 解 (z,y). 上 述 结果 称 为 Liouville 定理 . 该 定理 揭示 
了 代数 数 的 有 理 通 近 的 基本 特性 , 即 任何 给 定 的 代数 数 都 不 会 有 
很 多 的 有 理 数 能 很 好 地 逼近 它 . 
设 « 是 使 得 当 v>« 时 ,不 等 式 


a 一 ےآ‎ ye € Z,y > O0,gcd Cr, y) =] (1.7.2) 


仅 有 有 限 多 组 解 (z,y) 的 最 小 正 数 .根据 Liouville 定理 可 知 کم‎ 
d. 此 后 ,Thue,Siegel,Dyson,Gel'fond 等 人 相继 改进 了 的 上 界 
(参见 文献 [101]). 1955 4E, RothP? GE BAT : کم‎ 2. 上 述 结果 称 为 
Roth 定理 . 由 于 已 知 当 a 是 无 理 数 时 ,存在 a 的 无 限 多 个 渐 近 分 
数 zx/y 满足 


a 一 figo € Z,yl 0,gcd Cz, y) = 1. (1.7.3) 


因此 Roth 定理 在 一 般 情况 下 是 毕 于 至 善 的 , 它 是 丢 番 图 逼近 方 
面 最 重要 的 结果 之 一 . Hob, Lang’ f Schmidtte9 还 分 别 进一步 
提出 了 以 下 猜想 : 

猜想 1.7.1 当 d>2 时 ,对 于 任何 正 数 65, 不 等 式 


um 了 | < onm € Z,y > 0,gcd Cr, y) =] 
仅 有 有 限 多 组 解 (z,y). 
猜想 1.7.2 ا‎ 2<2 时 ,不 等 式 
Ci(a) 
y 


“一 三 |< 
y 


无 解 (z,y). 
这 是 两 个 至 今 尚未 解决 的 问题 ,它们 的 解决 必 将 对 丢 番 图 方 
程 的 研究 带 来 突破 性 的 进展 . 


Ty € Zy > 1,gcd(zyy) =1 
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m ری © سیل > | لد‎ > 0,gedCz, y) —1 


(1. 7. 4) 
的 有 理 数 x/ y 的 个 数 . 1955 4 , Davenport 和 Roth" 首先 给 出 了 
N(a,6) 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 他 们 证 明了 : 当 0<6<1 时 ， 
N(a,d) < e, (1.7.5) 
此 后 ,Bombieri 和 van der Poorten''®!,Mueller 和 Schmidt? 7E 0 
>> 的 条 件 下 ,分 别 将 上 界 (1.7.5) 改 进 为 


3 8 
(1.7. 6) 
以 及 
5 5 
N (2,8) < ILE + 2210" loud tlog 2001084. 
(1.7.7) 
另外 ,对 于 1«:0sd —2 81781 Schmidt GE AAT: 
max (0,logh(@)) _ logd — |' 
Nad) < ay + Ce) TESI 
. _loglogd ا‎ 
1+ ES] (1.7. 8) 


对 于 复数 OR | 6 || 表示 9 与 最 邻近 的 整数 之 间 的 差 . 根据 
Roth 定理 可 知 :对 于 任何 正 数 6, 仅 有 有 限 多 个 正 整 数 y 可 使 

yH || ya || > (1.7.9) 

1970 4E , Schmidt? Xf Roth 定理 作 了 重要 的 推广 . 他 证 明了 :如 果 

代数 数 ۱۸٠٠٠١ ,a EQ 上 线性 无 关 , 则 对 于 任何 正 数 8, 仅 有 有 限 

BASES ER Cys ys yo ERIS 
[yiya y t? lies + ys + vee + tty || <1. 

(1.7.10) 

上 述 结 果 称 为 Schmidt 定理 . 该 定理 的 提出 使 得 诸如 多 元 分 解 型 

方程 等 以 往 很 难处 理 的 委 番 图 方程 问题 的 解决 成 为 可 能 . 在 此 基 

础 上 ,Schmidt5s5 建 立 了 有 关 代 数 数 联 立 逼近 的 子 空间 理论 . 由 于 
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运用 定量 化 的 子 空 间 理论 ,可 以 得 出 适合 (1.7. 10) 的 非 零 整数 组 
(yz，…3y) 个 数 的 可 有 效 计 算 的 上 界 , 所 以 它 在 讨论 方程 的 解 
数 问题 时 有 着 广泛 的 应 用 . 有 关子 空间 理论 及 其 推广 形式 可 参考 
文献 [95],[96],[97],[100],[102],[103],[104],[105]. 另外 ， 
Bombieri"?, Evertse?9, Faltings/*, Faltings 和 Wüstholz'?!, 
Ferretti ,van der Putt2,Vojta023120 等 人 还 将 以 量化 的 子 空 间 
理论 为 基础 的 丢 番 图 逼近 方法 与 Faltings"*1 有 关 Abel HAHA 
代数 几何 方法 相 结 合 , 对 于 著名 的 Mordell 猜想 (参见 本 书 4.6 
节 ) 及 其 有 关 的 结果 给 出 了 新 的 证 明 . 

E Roth 定理 .Schmidt 定理 为 基础 的 丢 番 图 逼近 方法 通 
常 称 为 Thue-Siegel-Roth-Schmidt 方法 . 此 类 方法 在 本 质 上 是 非 
实效 的 . 例如 ,根据 Roth 定理 可 知 仅 有 有 限 多 个 有 理 数 x/y 适合 
GO. 7.4), 并 且 可 以 得 到 其 个 数 的 可 有 效 计算 的 上 界 , 但 是 却 无 法 
得 到 max(lzx|,1y|) 的 上 界 . 这 就 使 得 该 方法 的 应 用 受到 了 限制 ， 

1964 年 , Baker 对 Liouville 定理 作出 了 实效 性 的 推广 . 他 证 
明了 : 当 d>2 时 ,对 于 正 数 3, 存在 可 有 效 计 算 的 常数 Cs(6,a) ,可 
使 不 等 式 | 


CQ 一 


> رت سے‎ € Z y > 0,gcd(x,y) = 1 


E | 


(1.7.11) 
成 立 . 上 述 结果 称 为 实效 的 Liouville 定理 ,这 是 目前 仅 有 的 一 类 
SOE HS E ERNE EBL. 30 多 年 来 ,Feldman ,Osgood ,Gy6ry 和 
Papp 等 人 相继 改进 了 (1. 7. 11) 中 的 常数 C,(6,a). 迄今 有 关 这 方 
面 的 最 好 结果 是 由 Bugeaud 和 Gy5ry59 得 到 的 . Ub K — Qa). 他 

们 证 明了 : 当 0o (37^ 549? Rog max(e,Rx)) YT, 
C4,(8,a) > 27 ?4-0^ A- d ED DAS لبر‎ (1. 7.12) 

其 中 A=max(e,h(a)), 

， [1338 K cn, 
2,24 K 是 虚 域 时 . 
另外 ,文献 L[10],[21],[22],[23],[33] 还 分 别 对 某 些 三 次 代数 数 


。40 * 


(1.7.13) 


给 出 了 比较 精确 的 结果 . 

1980 4E , Gyory P 对 于 多 个 代数 数 的 情况 给 出 了 实效 性 的 
Liouville 定 理 . 设 天 一 和 (aa yas,… ,a,) 是 4d 次 代数 数 域 . 他 证 明了 : 
当 42H14, 在 忽 上 线性 无 关 时 ,对 于 正 数 8, 必 有 

|| يمريو‎ yz0 + or + se > €4Q,a,,,a)y SOM, 

(1. 7.14) 
yi € Zo Cys yos y) Æ (0,0, 7,0), 
HP y= max (|y ls lyzl ynt HA (1.7.1320. 关于 
C1. 7. 14) PRR C (0.4, ٠٠١, (مه‎ , FB زان للد رخا‎ FE RE E جا‎ 
Bugeaud 和 Gyóry"* 得 到 的 . 设 K,—Q. K, =Q latsa) G=, 
2,7. 他 们 证 明了 : 当 [K; : Ki 123G— 1,2, 2) 时 ,对 于 适 
f >> چو 154+78م:7+2ج)‎ max(e,Rx)) HIER 6, 
CC6,a ya,) « (2n) 14-0^ A- d c Dod DAS Rf 
(1. 7.15 
其 中 A 一 max(e,h(al),*… ,h(a,)). 


81.8 ”代数 数 对 数 线性 型 的 下 界 估计 


设 和 ,as，…,a, 是 不 等 于 0 或 1 的 代数 数 ,loga G — 1.2, 7, 
2?) 分 别 是 wG=1,2,…,2) 的 任意 给 定 的 对 数值 . 对 于 代数 数 bo, 
Bist B. 
A= P, + Biloga, + B,loga, + ... + Boga, (1.8.1) 
称 为 关于 代数 数 a1 ,0,,… ,a HI n 维 对 数 线性 型 ,简称 线性 型 . 当 
Bo=0 时 ,4 称 为 齐 次 的 ,否则 是 非 齐 次 的 ;特别 是 当 Bo=0 H و8‎ 
Brot +B, 均 为 整数 时 ,A 称 为 有 理 的 . 本 书 在 绪论 中 介绍 了 有 关 线 
性 型 的 历史 背景 ,本 节 将 对 AAO 的 情况 ,比较 详细 地 介绍 14| 的 
下 界 估计 及 其 p-adic 形式 ,它们 是 Gel fond-Baker 方法 的 基本 内 
容 . 
设 K —Q(a,a; ydas و ,8 رق‎ ٠*١ Bd d 次 代数 数 域 ; 4 一 
TEE 


max(e. H (4) (1,2, 0, FARE ASA SA A= 
A, A'=A,-1»B=max(e,H (Bo), HB) HD. 本 节 假 定 线 
性 型 AAO. 

1923 年 ,Morduchai-Boltovskoj*"1 首 先 对 比较 一 般 的 情况 给 
Wy [AAO ۰۴۶۴۰ 他 证 明了 : 当 mn==1 县 رم رم‎ 均 为 整数 时 ， 


log|A| >— C,(d,A)logB. (1. 8. 2) 
1935 年 ,Gel fondt5 证 明了 : 当 人 4 是 二 维 有 理 型 时 ， 
log|A| >— C,(d,«,A)CogB)*, (1. 8. 3) 


其 中 «是 适合 «5 BR. مالا‎ [5 Gelfond? S ER fo" 5" 
OR BIG o 3" 812". 
对 于 一 般 的 正 整数 x,Gel'fond"J 给 出 了 1|A| 的 非 实效 的 下 界 
估计 . 他 证 明了 : 当 A 是 有 理 型 时 ,对 于 任何 正 数 6, 必 有 
| log|A| >— C? (1,d,9,A)B. (1.8.4) 
关于 14| 的 可 有 效 计 算 的 下 界 首先 是 由 Baker 得 到 的 . 1966 年 ， 
Baker" '' 中 证 明了 : 当 4 是 齐 次 型 时 ， 
log|A| >— C,(1,d,«,A)(ogB)*, (1.8.5) 
Hoe 是 适合 «> ل يرج‎ 1 的 整数 . 1968 Æ, BakerP^ "1 将 结果 
(1. 8. DH Bl ۲۹7 UK 80 851810 Ht HER Me 2n t+ بجع‎ 
n 十 1, 当 4 是 非 齐 次 型 时 ， 
n, "M 和 A 是 齐 次 型 时 . 
同年 ,Fel'dmant4' 进一步 证 明了 : 
log|A| 7 — C,Gi,d) dog A) logB. (1. 8. 6) 
it Q= (logA) (logA,) + (logA,), 2 = /logA,. 1975 4E , 
Baker" "对 下 界 (1. 8. 4) 作 了 本 质 上 的 改进 . 他 证 明了 : 
log|A| 2— C,(n,d)NdogMlogB. (1. 8. 7) 
次 年 ,van der Poorten 748 بل‎ ; )1. 8.7) 中 的 “logQ? 项 在 某 些 情况 
下 可 换 成 “logQ”. 根据 这 一 思路 ,Bakert5 在 1977 年 得 到 了 以 下 一 
BENAR: 
log| 4| >— Citn,d)N log logBaQ; (1.8.8) 
。42 。 


特别 是 当 4 为 有 理 型 时 ， 
log إل‎ >— C;G,d)£(logQ' )logB, (1. 8. 9) 

HP C, (nyd)< (16nd)?. FEL BAIA] , Shorey" ,van der Poorten 
和 Loxtonb5 等 人 分 别 对 某 些 特殊 情况 改进 了 (1. 8. 8) 和 (1. 8. 9) 
中 的 常数 )۰ ۰ 

1980 4 , Waldschmidt^ 3j F 5t C1. 8. 8) 作 了 很 大 的 改进 ,他 
证 明 其 中 的 “log2 ”和 “logBQ” 两 项 分 别 可 以 换 成 “loglogA'” 和 
“log (BlogA)”. 在 文献 [128] 以 及 后 来 的 工作 中 ,通常 用 代数 数 a 
W Wal 高 h(a) 来 代替 高 HG). 设 


lloga;| 1 


V; = max! À(o;), d 'd do 1.2.5.8, 


ARE Viv >> ٠٠٠٠-۷ ,۱۷ - ٣,۱۷ =V,- V7 —max(I(, VG‏ غ3 
W=max(h(By) h (B: ) rt AC B,)). Waldschmidt 在‏ ,)72 925° ]= 
文献 [128] 中 证 明了 : WMF E IS‏ 


4dV, — 4dV, . 4dV, 
 |loga, |’ |loga,|’ "loga, | 


1 < E > min(e”. 


的 正 数 , 则 必 有 
C (n)d"*? 
log |A| > dogEy ۷۱۷۰۰۰۰۷۰ log(dEV 7») 
٠ (W + log(dEV?)), (1. 8. 10) 


其 中 C,G0Ox2"' طہرا5‎ 
1988 年 前 后 ,Philippon 和 Waldschmidttso 与 Wiistholz[132 !? 
分 别 独立 地 对 Baker 的 下 界 (1. 8. 8) 和 (1. 8.9) 作 了 重要 的 改进 ， 
他 们 证 明 其 中 的 “logl2' ”项 是 可 以 去 掉 的 . 这 一 结果 可 表述 为 ， 
引 理 1.8.1 当 A 关 0 时 ， 
وها‎ | A| >— C,(n,d)V\V.--V,(W + logV); (1.8.11) 
特别 是 当 A 为 有 理 型 时 ， 
log | A] >— Cy GV V, VW. (1. 8.12) 
上 述 引 理 是 目前 在 一 般 情 况 下 已 知 的 最 好 结果 . 对 于 引 理 
1. 8. 1 中 的 常数 Cs(n,d),Philippon #1. Waldschmidt"" 7 HA T . 
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C,G,d) يك‎ 2** 9 »"d"**(]1 + logd); (1. 8.13) 
对 于 常数 Cu d). Baker 和 Wüstholz'" , Waldschmidt"?! 4} 3i] 
通过 Gel'fond 途径 和 Schneider 途径 证 明了 : 
Cy d) بک‎ 18(m + 12 127? (324) * "log (2nd) (1. 8. 14) 
以 及 
C, Qd) < ARAM + logd), g = 1 8۳۱ 
299m (] + logd), 4 g = 2 Rf, 
(1. 8. 15) 
其 中 g-—[R(oga loga, , ٠٠٠١ ,loga,) :R ]. 
对 于 有 理 型 A,Lang59 曾 经 提出 以 下 猜想 ， 
猜想 1.8.1 3 &,—0,8,G — 1,2, m PIES MA aCi 
三 1,2,…,n) 都 是 正 整数 时 ,对 于 任何 正 数 6, 必 有 
رر بی دس رہ‎ 


显然 ,猜想 1.8. 1 意味 着 下 界 (1. 8. 12) PH 7ی25‎ V 17۰۰۰۷ 
ATA ZE a,G ح‎ 1. 2,٠٠٠ n ATE ECT AR UE TERAV VL 
十 V.”. 这 是 一 个 非常 大 的 改进 ,因此 也 是 一 个 相当 困难 的 问题 . 它 
的 解决 无 疑 会 使 包括 丢 番 图 方程 在 内 的 许多 领域 产生 一 大 批 全 新 
的 结果 . 

另外 ,从 本 书 以 下 各 章 的 内 容 可 知 , 二 维 有 理 型 的 下 界 估计 在 
于 番 图 方程 中 有 着 广泛 的 应 用 对 此 Mignotte 和 
Waldschmidt'*? ,Laurent[?5 等 人 进行 了 深入 的 研究 . 目前 这 方面 
的 最 好 结果 是 由 Laurent ,Mignotte 和 Nesterenko54 得 到 的 ,他 们 
证 明了 : 

51599 1.8.2 当 4 是 二 维 有 理 型 时 ， 


log | A} 之 一 C4G)D'V,V, 


7c‏ ]ھ۸ا 


2 1 
, | | قوما و کے 


max 


(1. 8.17) 
KR D=d/t,t AC. 7.139, B' —18,| /DV,-4 يق‎ | / DV, RC 
和 Cw《s) 可 取 下 列 数 值 ; 
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16 18 20 22 24 26 28 30 
NES 41. 1837. 87/35. 53/33. 79|32. 44/31. 3630. 48|29. 7429. 11128 57/28. 10 , 


特别 是 当 0202 都 是 正 数 时 ， 
log|A| 2=— Cals) D'V V: 


max| 1,5. 
2'D 


2 
,logB' + 0. 14) | ， 


(1.8.18) 
其 中 常数 "和 Ci;(s') 可 取 下 列 数值 : 


32. ecu 76|27. 95|26. 60|25. 55|24. 7024. 01|23. 42122. 93 


4 loga, sloga, 都 是 正 数 时 ， 


Fd 
Cis G^) 22. 50/22. 13 


Culs”) 


4 
log14| > d logE»P VV, 
2 
- | max lOS s'logE ,logB’ 十 loglogE + 0. اید‎ , 
(1. 8. 19) 
其 中 适合 
L1 min| DY DV; 
loga, 'loga;) ^ 


常数 ?和 Cu GO ATP PPS : 


C1, Cs”)39. 24137. 04135. 10133. 87/32. 68/31. 68|30- 82|30. 07/29. 41128. 8328. 3027. 3 


是 正 整‏ بط We Bis la| =1 H d 13 b‏ 1.8.3 78ا5 

数 ,A 二 bloga 一 bzx 4 —1.?4 4 天 0 时 ， 
| log|A| Z— 8. 87VW?, (1. 8. 20) 
HH V —max( 20,10. 98|loga| --dh (Ca)/2) l 
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W = max! 17,-—- کم‎ log 


d 0 
csv | 1.175 + 5.03 


根据 引 理 1.8. ۸" ال‎ 
定理 1.8.1 WDD, 是 互 素 的 正 整 数 ， 
k=D,+D,, (1. 8. 21) 
k 是 大 于 2 的 正 整 数 ;又 设 


e= JD, + V— D,£— V D, —  — D, (1.8.22 


如 果 正 整数 m 适合 


|a, (1. 8. 23) 


则 必 有 


max (20,10. 98 |log(e/e)| + log VE 


m < 4 + 2563. 43 
log Vk 


(1. 8. 24) 
iE. 从 (1. 8. 210, (3. 8. 222 Fy e| ع‎ le| ح‎ V k AR 


- le- ٤| - 2 D, > 2 Ve. (1. 8. 25) 
Wt a e/e. 此 时 ax 适合 lel=1, 并 且 从 (1. 8. 22) 可 知 “满足 
ko? — 2(D, — D,)a + k ع‎ 0. (1. 8. 26) 
因为 gcd Di, Dj) — 1. RA ged (D; + Dj, D, — D) «;2, 3€ 8 از‎ 
(1. 8. 26) 5[ i a 不 是 单位 根 . 如 果 (1. 8. 23) 成 立 , 则 有 


le —e| = |e|” |o" — 1|. (1. 8. 27) 
M | ”م‎ —1 | <1/2 时 ,从 (1. 8. 25),(1. 8. 27) 可 得 
Æ و سے ةع بے‎ Vk. C1. 8. 28) 


AW 3م‎ , BOM. 8. 28) 8 m4. 
4 Oc |a"—1|«1/2 时 ,存在 适合 
t<m (1. 8. 29) 
的 正 整 数 上 可 使 
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la" — 1| > 2 [nloga — ix V — 1]. (1. 8. 30) 
it A—mloga—tx V —1. JA (X1. 8. 25), (1. 8. 27) C1. 8. 300 BY Ag 

logr VE — log|A| > عماس‎ Vk. (1. 8.31) 
由 于 a 不 是 单位 根 , 故 有 AKZO. 又 从 (1. 8. 26) 5] 70 [LOCO :© J=2, 
lloga| «2z,A(a) —log Vk .因此 根据 引 理 1.8. 3. JA (1. 8. 29) RT 


得 


m m \ 
log|A| >~ 8. 87V. | max| 17,7. 38 + log| -Z + 45 | | . 
(1. 8. 32) 
其 中 
V, = max( 20,10. 98]loga| + h(a)). (1. 8. 33) 
如 果 m 满足 
7.38 + log| ويج‎ + 7 io] 2 ۰ 
WW Aq m>> 381150. 同时 ,从 (1. 8.31), (1. 8. 32) 可 得 
logr V k 21. 96x | 
+ 8.87| — —7— + 1) (3. 1 >m. 
log VE log VE ( 3. 5524 + logm)? >m 


(1. 8. 34) 
因为 & 之 3, 所 以 从 (1. 8. 34) ×7۴ m 300000 这 一 矛盾 , 故 必 有 


7. 38 十 log (1. 8. 35) 


E 9 +51 
于 是 从 (1. 8. 32),(1. 8. 35) 立 得 (1. 8. 24). 定理 证 完 . 
最 后 介绍 一 下 对 数 线性 型 下 界 估计 的 p-adic 形式 . 
Boa, ,os 是 不 等 于 0 或 1 的 代数 数 ,61,6,…,b, AER 
S , [' و 1 عو ته لم ح‎ 
A’ = bloga, + bloga, + ++ + b,loga,. (1. 8. 36) 
又 设 1> - ,يه , ه) ها‎ ٠٠١ , مه‎ ( Fe d 次 代数 数 域 ,P 是 Ok 中 的 素 理想 
数 ,p P 818 372 6. Ha طلا‎ A یو عو‎ P350 EA ord ری‎ 
<co. 因 此 将 讨论 和 的 下 界 的 方法 推广 到 p-adic 理论 ,可 在 ord, 
。47。 


(0270 的 条 件 下 得 到 ordr( 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 以 下 设 B= 
max (3, |bi | D bo 15, D 3E BARE eG ع‎ 1,2, 0 BIE 
ordp(a; — 122206 ع‎ 1,2, * 22 HJ P-adic 单位 . 此 时 显然 有 ordp 
Q0. 
4 n=1 时 ,从 (1. 3.23) nf Anl 
ord (P) < Cy (d.a, p)logB'. (1. 8. 37) 
1940 4 ,Gel' fond? 3} F n —2 的 情况 证 明了 ;对 于 正 数 5, 如 果 B' 
>C; (6,4,p), 则 
ord; (D) < (logB’ )?*?, (1. 8. 38) 
1967 4E., Schinzel?? $$ 5E XE IRL A بل‎ T. ordp《T) 的 可 有 效 计算 
B ES. WEN Coates” 8 4$ Baker 的 工作 ,将 上 述 结果 推广 到 
了 一 般 的 情况 . 他 证 明了 :对 于 适合 ٥> ٥۰1 的 正 数 6, 当 BC, 
(nsd, p) (0 logA) ""* "m ptg 
ord, (I) < (logB')?. (1. 8. 38) 
此 后 , Sprindzuk ^2, Kaufman? , Baker 和 Coates", van der 
Poorten 3.1101, 于 坤 瑞 02520 等 人 分 别 作 了 不 同 程度 的 改进 . 8 
前 ,在 一 般 情况 下 的 最 好 结果 是 由 于 坤 瑞 "*'"! 得 到 的 . 他 通过 
Gel'fond 途径 证 明了 : 
引 理 1.8.4 it Vi—max(Ah(a),lloga;|/10d ,logp) G=1,2, 
son) FF BBE eV Vos o SV; MR 


9. d 261) n ， ， 
$ — 22000 E d p'VV;--.V.log( 10ndlogV.). 
ES nz 时 ， 


ordp (7) >> délog(dB!'); 
特别 是 当 b,—1 时 ,对 于 适合 كت >و‎ 的 正 数 9， 


ord, (I) < d max 


glog a ,9B'). 
另外 , 董 平平 Bugeaud 和 Laurent? 388 xf. Schneider 3& 
径 分 别 证 明了 以 下 两 个 结果 ， 
51 1.8.5 it Vi —max(A(a)/logp,1/d) G—1,2,-, m). 
+ A8 。 


并 且 假 定 VSV SSV 4 2م‎ 时 ， 
ord (D) 一 gant 12 تلق‎ FUT, 
其 中 广 是 素 理想 数 P 的 剩余 类 域 次 数 ， 
U = max( d? FGV,"V,"--- V," d* pGV,"), 


10log(3ndp) 


F= logp 


特别 是 当 ww 一 ai 一 1,2,…, ai 一 1,2,…, 2 ) 是 适合 a,=1 
(mod 六) 的 整数 时 ， 


$37 n+4 3n-- 5T TI 
ord (P) > | 名 二 3 ort, 


其 中 U'— F'G' A) A; An A; = max ( log ail ,logp) € — و2 و1‎ °°, 


n), 


2log8n log B" 1 _ on 

， log2 9 max log2 ,6nF , كلا‎ p ۔ً‎ 2 8, 
4log (3n) logB" i | : 
ogs ^ max log? SnF'|S4p2HBf, 


B" = 7max( |b | E lb... ۵/۰ 十 1). 
引 理 1.8.6 当 n=2 Bl, 


24d pCp/r — 1) | d 


3 
(P — 1)dogp)*| fr VY: 


ord; (7) < 


f» 


2 
*|max s, L72708 ,logp + log logp + 0. 4 | , 
其 中 
LARES ARE "m frlogp 
b= dV, 十 av" ,Vj" = max h(2),—3 — " 
J7 1,2. 
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第 二 章 Thue 7j f£, Thue-Mahler 方程 


设 A(X, 了 ) 是 二 元 n(n 之 3) 次 原型 ,k 是 非 零 整数 .本章 主要 
讨论 方程 
fG.y)—kx€zZ 
及 其 推广 形式 . 这 是 一 类 基本 而 又 重要 的 多 项 式 方 程 , 有 关 它 的 
结果 在 其 它 类 型 丢 番 图 方程 的 求解 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


$2.1 Thue 方程 


设 n ERF 2 WERN, SAX, Y) =a X" +a X Yt + 
a,Y" 是 二 元 ?次 原型 ;又 设 & AES EH تھے‎ GO RO LR | 85-7825 
因数 的 个 数 . 本 节 将 讨论 方程 

SI (try) 一 AT © 2 ged(z,y) = 1. (2.1.1) 
设 ,a,，,…,a, 是 代数 方程 
f(z,1) =0 (2.1. 2) 
的 全 部 根 , 已 知 它们 都 是 ”次 代数 数 . 如 果 (z,y) 是 方程 (2. 1. 1) 
的 一 组 适合 y 关 0 的 解 , 则 从 (2. 1.1) 可 得 


al ol 3 一 La (2.1. 2 
i=1\ Y y 
从 (2. 1. DPA: كك‎ | y | <1 时 , 必 有 
min 三 一 ے‎ Oe) (2. 1. 4) 
f=1,2.6n] Y |y| 


1909 Æ , Thue P 证 明了 : 当 0 是 z 次 代数 数 时 ,对 于 任何 正 数 6， 
不 等 式 


E — | < LEE € Z,ged(r,y) ع‎ 1,y <0 


(2.1.5) 
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仅 有 有 限 多 组 解 (x,y). 因此 ,从 (2.1.4), (2.1.5) 可 知 方程 
(2.1. 1) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y). 此 后 ,方程 (2. 1.1) 称 为 Thue 7r 
FR. 本 节 将 介绍 有 关 此 类 方程 的 解数 和 解 的 上 界 的 一 些 结果 和 问 
题 . 

设 Ny(k) 是 方程 (2.1.1) 的 解 (z,y) 的 个 数 , 根据 相似 型 的 定 
义 可 知 ; 当 f/(X, 了 7 了)~g (X,Y 了) 时 , 必 有 Nj(k) 二 Ns(k). 同时 ,从 
以 上 的 分 析 可 知 .Nj (C4) 与 形 如 (2.1.5) 的 不 等 式 的 解数 有 
关 .1955 年 ,Davenport 和 Roth 中 首先 根据 这 一 思路 给 出 了 N; 
(4) 的 可 有 效 计算 的 上 界 .他们 证 明了 : 


N) > UHA JR |? + eim, (2. 1. 6) 
1961 *E, Lewis 和 Mahlerts 将 上 述 结果 改进 为 
,Nj(k) < C,QHj))5*"* 4 (Can, (2. 1. 7) 


1980 年 ,Silverman02 9 运用 算术 代数 几何 方法 讨论 了 NíOO 5 
代数 曲面 D: SX, Y) — 22" AY Jacobi $ > Mordell-Weil 群 的 秩 
R,GOZ WRR. 据 此 ,他 证 明了 : 当 |&| 充 分 大 且 丰 无 2 次 方 因 
数 时 ， 
N (Rb) S n” (Bn) لكي‎ (2.1.8) 
وزيالا‎ » Dem’ janenko™*! 4] Fujimori 7142 FH [8] AS 77 HE, 4 Sl] X4 n —3 
以 及 n>3 的 情况 改进 了 上 界 (2. 1.8). 
显然 ,上 界 (2.1.6),(2.1.7) 和 (2.1.8) 都 与 F(X,Y) 的 系数 
以 及 1k| 的 大 小 有 关 . 设 s/ 是 f(X,Y) 的 系数 a6,al,…,a, 中 非 零 
数 的 个 数 . Siegel PR x git Nj(k) 提 出 了 下 列 猜想 : 
猜想 2.1.1 Nj,(%)<C,(n,k). 
猜想 2.1.2 N; k)<Celsssk). 
3818 2.1.3 N,OD—C, Gp. 
1984 年 ,Evertset*5 运 用 丢 番 图 逼近 方法 解决 了 猜想 2. 1. 1. 
他 证 明了 : 
N/(k) « qu Geo) (2.1.9) 
1987 年 ,Bombieri 和 Schmidt"? xf ER (2. 1. 95 4E T <۴ Kf E. Ag ٣× 
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进 .他们 证 明了 : 

N,(G) < (Cyn) tt, (2. 1. 10) 
特别 是 当 n FEAF AKIN N-C)<215n. 在 一 般 情况 下 . Tijdeman"?" 
具体 算出 (2. 1.10) 中 的 常数 Cs 适合 .”مکی‎ 由 于 当 X,Y) = 
X"+(X—Y)(2X—-Y) (nX—Y)H k=1 时 ,方程 (2. 1.1) 至 少 有 
n 组 解 (x,y) 二 (1,1),(1,2),…,(1,n), 所 以 上 界 (2.1.10) 在 = 
1 时 已 经 至 于 至 善 了 . 在 这 方面 , Bombieri!?, Brindza[?]， 
Brindza, van der Poorten 和 WaldschmidtU27, Evertse 和 
Gyóry P" , Stewart"? ,Langmann[9 分 别 对 各 种 情况 给 出 了 常数 
Cs HER. 

1988 年 ,Mueller 和 Schmidt"? iz Jl 25 ع3‎ [EB Yr 7r 1E REDE T 
猜想 2.1.2. 他 们 证 明了 : 

Nk) < Cy (n)s3 |b |?" (2.1.11) 
关于 猜想 2. 1١ 3, 8 Siegel 本 人 在 文献 [121] 中 的 结果 可 知 , 该 
猜想 在 sp = 2 H He >Cy On k) 8+ لا‎ .1987 4E, Mueller 和 
Schmidt! HE B] T : 当 5,—3 H n9 时 该 猜想 成 立 . 在 一 般 情况 
下 ,猜想 2.1. 3 仍 是 一 个 远 未 解决 的 问题 . 

设 vj(k) 是 同 余 式 
f(z,1) = 0(mod |£|),1 x بک ع‎ |k! (2. 1. 12) 
的 解数 . 运用 初等 方法 ,通过 讨论 解数 Ny(E) 与 wr(R) 之 间 的 联 
系 , 也 可 得 到 形 如 (2.1. 10) 的 上 界 .在 这 方面 »Evertse!? UF :۰ح ز8‎ 
当 2 之 6 H ss=2 W, N; (A) >> حل (8) رم‎ 1. 在 一 般 的 情况 下 ， 
Mahler" GEA T : 24 | e |> (450n* HP Bt, N (E) 32nv, (E. 
最 近 , 乐 茂 华 's 进 一 步 证 明了 24 ۱۸۵ | 2105 B LN (GOD 6n, (2. 
由 于 当 ged(&,AD —1 时 , 同 余 式 (2.1. 12) 的 解数 w(E) 满 足 wr OD 
Sn. BR ACER ]51 رام د‎ f RET An , كلا‎ |e | 10" E, BOB ged 
(kA) —1, UMA N k Ken YH, 
由 于 上 述 有 关 方 程 (2.1. 1) 解 数 有 限 性 的 证 明 主 要 依靠 于 番 
图 通 近 方法 ,所 以 由 此 并 不 能 得 到 该 方程 解 的 可 有 效 计 算 的 上 
7۴ .1968 4E. Baker 运用 他 在 代数 数 对 数 线性 型 的 下 界 估计 方 
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面 的 开创 性 工作 ,成 功 地 解决 了 这 个 问题 . 他 证 明了 : 

定理 2.1.1 方程 (2.1.1) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y), 而 且 这 些 
解 都 满足 maxz), | اير‎ DC. Hsk). 

证 设 0,5,05,***,0, 是 代数 方程 (2. 1. 2) 的 全 部 根 سے کر و سن‎ 
Qa). 此 时 天 是 2 次 代数 数 域 . 对 于 任何 的 90EK, 设 0,0, 
7,07 FE 0 لا ےک ران‎ 181 

设 (zy,y) 是 方程 (2.1, 1) 的 一 组 解 3 不 妨 假定 zy 天 0. Ut 

B; = z — ay, i 1,2,-5n. (2. 1. 13) 
从 (2. 1.13) 0] 
[ap pp. = |. (2. 1. 14) 
因为 n 之 3, 故 从 (2.1.13) 可 知 :存在 适合 رک کی ک1‎ 的 整数 s,z 可 
使 


_ «B, — ap, Rs y= B, — 8, (2.1.15) 


a, — a, a, — a, 


从 (2. 1.15) 可 得 
max(|z],|y D < 6)7 max(|B,|,1B|) (2.1. 16) 
Wt Kd ntr 型 域 ,r= 二 i 十 rs 一 1. 从 (1. 2.19) 可 知 天 中 存 
在 满足 


[log | )ير© > | | ”إن‎ Ri, 
jed.Reega4— 1.229920 (2.1.17) 
ران‎ 3E عم‎ Er 21 0n ,7 ，…, 也 }, 其 中 Rx 是 天 的 调整 子 . 同时 ,从 
(1. 2. 22), (2. 1. 1: سح و‎ i=, 2,*,n;l—1, 
m ,7 可 使 
I| 一 18277122 (2.1.18) 
满足 
llog|7/? | | > Ci Gi Rx E) ,4,j = 1,2, (2.1.19 
B S= max [sa| G-1.2, مرو‎ 又 设 了 是 适合 لع>1‎ >>« 以 及 Si 
一 max(S,S:，…,S。) 的 整数 . 从 (2.1.18) 可 得 


2۰ء 


log 


a 5|- = snlog [nf? | + snlog |n | + + 


+ sQog|n?|.,j 152... (2.1. 20) 
由 于 从 (1. 2. 17) 可 知 

Ry < Culn, He), (2. 1. 21) 
所 以 根据 Cramer 法 则 ,从 (2. 1. 20), (2. 1. 21) 可 得 


Sı < Co HD | اهما‎ 75 77 |; (2.1. 22) 
其 中 
7 yg 
log 7 = max log 7 | ,1 ل‎ <n(2. 1. 23) 
于 是 从 (2.1. 19),(2. 1. 22) 可 知 :假如 رک‎ 满足 
رگ‎ > Cu, H log max(3, ||), (2.1. 24) 
则 存在 适合 1<J' <n 的 正 整数 了 ,可 使 
log | 85^? | <— Cy (n,H,,k)S; (2. 1. 25) 


此 时 ,从 (2.1.14),(2.1.25) 可 知 :存在 适合 ال>>1‎ xn DARII 

的 正 整数 也, 可 使 

B? 

BY? 
由 于 ظط 3م‎ asara, 互 不 相同 , 故 从 (2.1.13) 可 知 B. 

Bis .中 至 少 有 三 个 不 同 的 数 . 不 妨 假定 رم‎ Bis رم‎ Br > BF 

3X Be 从 (2.1.13) 可 得‏ م 

(at? L al?) BY? + (af? — all) BI? + (af? —— af?) BY? = 0 

(2.1. 27) 


为 了 简化 记号 ,对 于 任何 的 E 天 ,以 下 一 律 用 0 表示 07. 从 
(2. 1. 18) (2. 1. ium 


2 | pipes ٹوس‎ - 1| - |; 


log 


) 
ہے‎ Cin, H ور‎ (2. 1. 26) 


Bi 
B" 


2 — Os 
qj — وھ‎ 


a, — a, 


(2. 1. 28) 
其 中 uj = Sy — Sy T= 1 gaat or). iz 
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a رھ‎ 1772 7 72 m 
A= E 一 w ۲ 2 办 Y, 1 
根据 (2. 1. 26), 从 (2. 1. 28) n] (8 


0 « A « eT Ap PSs, (2. 1. 29) 
同时 ,根据 (1. 8.50 JA (2.1. 175 , (2. 1. 19) 8] Al 
A > (max(3, |k] )) “oP en 20 CHPP5, (2. 1. 30) 
£i & (2.1. 29), (2.1. 30) 立 得 


Sı < © Gn, Hb) ogmaxG, [4 |) (2. 1. 31) 
iX— 5j (2.1.20 F SOAR. 由 此 可 知 
Sr < C,,(n,H,)logmax(3, |£ |). (2. 1. 32) 


. 于 是 从 (2.1.16),(2. 1.18), €2. 1.19), (2. 1. 21), (2. 1. 32) n] 8 
max(ClIxl,1yD «Ci, Hsk). 定理 证 完 . 
关于 定理 2.1.1 中 的 常数 Cu HD ,文献 [4 : ARE 
出 
Con, Hpk) < exp( (nH,)°™ + (log|E|)?*1). 
(2. 1. 33) 
此 后 , Baker, Fel'dman, Sprindzuk, Stark, Kotov, Gyóry 和 Papp 
等 人 相继 改进 了 上 界 (2.1.33). 目前 已 知 的 最 好 结果 是 由 
Bugeaud 和 Gyóry? 得 到 的 . 他 们 证 明了 : 当 a 是 代数 方程 
(2.1. 2) 的 根 ,天 一 急 (a) 时 ,方程 (2.1. 1) 的 解 (z,y) 都 满足 
max(lz | , |y|) < exp(3'x*? (ry 十 1)" tn tort UR, 
٠ (logmax(1,Rx)) (Rx + logCBH 5) 
以 及 
max(C|z|,|y|) < exp(3 "+ nt) H ?-?(logH -×ر‎ (logB)), 
其 中 B=max(e, |k|). 另外 ,Brindza,Evertse fll Gyóry ^? 38 25 1H 
了 方程 (2. 1. 1) 解 的 仅 与 a,Aj,k 有 关 的 上 界 . 
根据 定理 2. 1. 1, 可 用 以 下 方法 来 求解 具体 的 Thue JE. 设 
(zyy) 是 方程 (2， 1. 1) 的 一 组 适合 xyz-0 的 解 ,a assa, 是 代数 
方程 (2.1.2) 的 全 部 根 . 从 (2.1.4) 可 知 必 有 适当 的 )ره‎ 1 Cj 
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满足 


r Ca 
E |y" 
由 于 当 ره‎ FE HEISE | ره — بو/عد‎ | > | Im (22 | >C AP ImCa X رہ‎ 
۵ ئڑر‎ 0 OM C2. 1.340 ۶1718 |y | > ٭ ور“‎ 因此 , 当 |y| 盖 Cz 时 ,适合 
(2. 1. 34) 的 رہ‎ 必 为 实数 ,而 且 z/y 是 ره‎ 的 渐 近 分 数 . 根据 上 述 分 
Br ,任何 具体 的 Thue 方程 的 求解 ,都 可 分 以 下 四 个 步骤 来 完成 : 

G ”通过 直接 的 计算 找 出 所 有 适合 |y| 志 Cz 的 解 ， 

Gi) 求 出 代数 方程 (2. 1.2) 的 全 部 实 根 及 其 简单 连 分 数 展 
开 式 ,根据 (2. 1. 34) 找 出 所 有 适合 C< cy | s CuB RES 

(Gi) ”运用 丢 番 图 逼近 的 有 效 算 法 (例如 :Lenstra,Lenstra 
和 Lovasz' hA L -算法 ) ,证 明 该 方程 没有 适合 Ca<lyl< 
Cul f : 

Gv) 根据 定理 2.1.1, 证 明 该 方程 没有 适合 |y| 之 Cw 的 解 . 

1989 年 ,Tzanakis fll de Weger" 具体 给 出 了 上 述 步骤 中 各 
个 常数 的 估计 方法 . 由 于 这 些 常 数 的 计算 需要 代数 方程 (2. 1. 2) 
的 根 以 及 相应 代数 数 域 中 基本 单位 组 的 精确 数值 ,所 以 上 述 方法 
比较 适用 于 解决 次 数 较 低 的 Thue 方程 . 对 此 ,de WegerP? 25 H 
了 不 少 计算 实例 . 最 近 ,Bilu 和 Hanrott5 改 进 了 这 些 算法 ,使 之 
适用 于 某 些 高 次 Thue 方程 . 

Wo ERR EC. 1.2), K=Q(a). 从 (2.1.18) 可 知 ， 
在 一 般 的 情况 下 ,求解 方程 (2. 1.1) 的 复杂 程度 与 rx 的 大 小 有 关 . 
由 于 当 ”一 3 或 4 时 ,rx 适合 1 委 rx 委 3, 所 以 此 时 该 方程 比较 容易 
解决 . 早 在 六 十 年 代 以 前 ,人 们 已 经 运用 初等 数论 方法 和 代数 数 
论 方法 得 到 了 不 少 结果 ,有 关 这 方面 的 早期 工作 可 参考 文献 [98] 
的 第 24,25 章 . . 

关于 三 次 和 四 次 Thue 方程 的 研究 ,主要 集中 在 有 =1 这 一 情 
BL. 此 时 方程 (2. 1. 1) 可 写成 

fay =1,r,yEZ (2. 1. 35) 

4n=3 H Ak<0 it, BM rk — 1. 对 此 ,结合 Delaunay! 和 


روم :کی 


< (2. 1. 34) 


一 a; 


Nagell^?? 的 结果 可 知 : 
5,34 Ak 一 一 23 Bf, 

NO = 8 Ak =~ 31 3X — 44 if; 
除 此 以 外 必 有 NODI. 如 果 二 元 三 次 原型 fOX.YO—auX 十 
ai XY +a: XY? +a: Y’ 适合 ao 王 1 以 及 wa 一 一 1, 则 称 它 是 可 逆 的 . 
此 时 方程 (2.1.35) 显 然 有 解 (z,y)=(1,0) 和 (0, 一 1) ,它们 称 为 
该 方程 的 平凡 解 1993 年 ,Thomasts6 运 用 Gel'fond-Baker 方法 证 
AT: 如 果 二 元 三 次 原型 F(CX,Y) 是 可 道 的 ,而 且 Ax 过 0,aias 关 0， 

a5 —a1770 , Wi] 24 
a; > min(4. 2 ٠ 10*|a,1* ?,3. 6 ٠ 10*! (4a; — ا( یس‎ 58) 

时 方程 (2.1. 35) 仅 有 平凡 解 . 

BA >O 时 ,因为 rk==2, 所 以 此 时 方程 (2.1.35) 的‏ 3 - پر كلا 
求解 比较 困难 . 对 此 ,Siegeln*J 证 明了 : 当 Ak 充分 大 时 ,Nr(1) 委‏ 
Evertser 1 在 一 般 情 况 下 证 明了 :Nj(1) 记 12. 由 于 根据‏ .18 
Baulin'*! , Ljunggren"" , Avanesov ^ 3 等 人 的 结果 可 知‏ 

9,24 Ak = 49 时 ， 

ND = n" Ax = 81,148,257 BÈ 361 时 
MEARE N; D> 以 及 NOD) -—7 或 8 的 二 元 三 次 原 
型 FCX,Y), 所 以 PethoU 48 بن‎ T ELT REB , 

猜想 2.1.4 4n=3 8 ADO, MA N; )1(>-٥ ئمز للا‎ N; 
(LAT R 8s IERT C2. 1. 37) 中 的 情况 以 外 ， 

5,34 f(X,Y) 是 可 逆 的 ， 
3, 否 则 . 

类 似 于 Ak<0 的 情况 ,运用 Gel'fond-Baker 方法 可 以 对 某 些 
适合 Ak>0 的 二 元 三 次 可 逆 型 /(X,Y) 找 出 方程 (2. 1. 35) 的 全 部 
解 . Ra 是 大 于 3 的 正 整数 .1990 4E, Thomas P? gE 8 T : كك‎ f 
(X,Y) = X 一 (a 一 1)XYY 一 (a 十 2) XY —Y! 时 ,如 果 az 
1. 365 ٠ 10 , WAT FE (2. 1. 35) BUR E Ge يروو‎ ( (0,00, (0, — Df C— 
1,1). 同时 ,Thomas 还 猜测 上 述 结果 对 a1. 365 ٠ 10 的 情况 也 
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(2. 1. 36) 


(2.1. 37) 


N,Dx 


BOL . 这 一 猜想 已 在 三 年 后 被 Mignotte!52 证 实 . 由 此 可 知 , 对 于 
زه کلت با‎ OXY) ,猜想 2. 1.4 是 正确 的 ， 另 外 ，Mignotte 和 
Tzanakisis553 还 用 同样 的 方法 ， 对 于 رر‎ (OX, Y) — X?^—aX'Y— (a 
十 1) XY'-Y! 的 情况 基本 上 解决 了 猜想 2. 1. 4. 他 们 证 明了 : 如 
R 2223.67 ٠١ 10", WERF (2.1.35) MAR Gm, y) = d, 
0). (0, 一 1), Q, —1), (一 a 一 1], —D 和 OG. —a). 
设 g كع ری‎ [Ce] Gol. 2, =, n—1) 是 适合 0 二 deg 
(g) «deg (gj) «--«deg (,-۔ج)‎ 的 首 一 多 项 式 ， 
F(X,Y) = X(X — gi (a)Y)(X 一 SCa)7Y)… 
CX — g, (a)Y) + AY)”, (2. 1. 38) 
其 中 a 是正 整数 ，4€ {一 1，1} . MIL, Thomas P" gEBB T ; 当 
وعدم‎ 时 ， 如 果 a 之 Css， 则 方程 (2. 1. 35) 仅 有 解 (x, y) = A, 
0), (0, A), (Agila) ,和 ) 和 (Agz(a) ,42). 同时 ,Thomas 还 提出 了 以 
下 猜想 : 
猜想 2.1.5 当 ”>>3 且 a>Cxe 时 ,如 果 A(X,Y) 适 合 
(2. 1. 38), 则 方程 (2. 1. 35) 仅 有 解 
(1,0),(0,4), (Ag; (42,20, (Ag, Ca) ,A), 
e, (Ag,-1(a) A) لا‎ 2] n 时， 
(+ 1,0),00, +1),(+ g(a), + D,Cc g(a), 
E 1), (E gula), £1),%4 28 
JE $h , Gaali , Gaal , Pethó 和 Pohstiss's , Gaal 和 Schulte, 
Lettl 和 Pethó?, Lippok'9?, Mignotte, Pethó 和 Roth'*, 
PethóU 9919, Pethő 和 Schulenberg!? Smart"?! ,Steiner[l26] ,Ste- 
wart!?J, Stroeker[l30-132] ， ^ Stroeker 和 'Tzanakis?" , 
Tzanakis"**",de Weger 0， 陈建华 和 Voutier 2% A 4 Ei ist 
论 了 各 类 具体 的 三 次 .四 次 和 六 次 Thue 方程 ,其 中 大 部 分 结果 的 
证 明 都 用 到 了 Gel'fond-Baker 方法 . 
当 sj 远 小 于 nn 时 ,方程 (2.1.1) 称 为 ;一 缺 项 Thue 方程 , 简 
Ws, 项 方程 . Rab 是 适合 aco 的 正 整数 ,二 项 方程 


(X,Yy) = 
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jaz” —by'|— bx»€N (2. 1. 39) 
-是 一 类 讨论 较 多 的 缺 项 Thue 方程 . 早 在 20 年 代 , DeloneP7 f 
Nagell0o5 分 别 独立 地 运用 代数 数论 方法 证 明了 : 当 z=3 时 ,方程 
〈2.1.39) 至 多 有 1 组 解 (z,y), 而 且 该 解 是 可 以 有 效 计算 的 . 此 
后 ,Ljunggren" 中 对 于 n=4 的 情况 证 明了 同样 的 结果 . 1954 年 ， 
Domar HEHH T : 4 2225 时 ,方程 (2. 1.390 BBA 2 AiR (x,y); 
特别 是 当 a=1 Ht, RT عدم‎ 2 以 及 5=2" 土 1 H مر‎ >5 65 iX 
方程 至 多 有 1 AR رر‎ 上 述 结果 中 有 关 a— 1 时 的 例外 情况 目 
前 已 经 解决 . 根据 Darmon 和 Merel” Xt Wiles043 的 著名 工作 
的 推广 可 知 :; 当 a=1 H5—2 时 ,方程 (2.1.39) 仅 有 解 C(z,y)= (1， 
D. 另外 ,从 文献 [70] 可 知 : 当 a=1,6==2" 土 1 目 n=5 或 6 时 , 方 
E (2. 1. 39) (LAR (oy) — (2D. ZR E Boxe i] M24 a — 1 时 ,该 
方程 至 多 有 1 组 解 (x,y). 

最 ir, Mignotte!**!, Bennett 和 de Weger” 等 人 在 方程 
(2.1. 39) 的 研究 中 取得 了 重要 进展 . Mignotte HEBB T , قلا‎ n> 
600 时 ,如 果 6=a 十 1, 则 方程 (2.1.39) 仅 有 解 (z,y)= (1,1). 
Bennett 和 de Weger" EB] T .E& T 6=a+1,2<a<min(0. 3n, 
83) H 17<n<347 这 类 情况 以 外 ,方程 (2. 1. 39) 至 多 有 1 组 解 (z， 
y). 上 述 结果 的 证 明 综合 了 丢 番 图 允 近 方法 和 Gel'fond-Baker 方 
kk. 

设 D رز‎ n KA 3# ری - ع1 , 6 18 عر‎ 对 于 给 定 的 Dii 
集合 D(a,b) = {(a,b) 1a,bEN,a<b,gcd(a ,5)—1,K-—Q(G5/ 
a))). 显然 ,对 于 DG b) تك‎ 7 IRL 85 843 Ca 0) ,方程 (2.1. 390 4 
解 都 与 同一 个 代数 数 域 玉 的 算术 性 质 有 关 .因此 ， 
Ljunggren'* HEH T , ع پر لا‎ 3 ak 4 H.E T n=3 H D=2 或 20 
以 外 ,D(a,5b) 中 至 多 有 1 组 (a,5) 可 使 方程 (2.1.39) 有 解 af 
Ekenstam'gE Bj T i34 425 时 ,D(a,5) 中 至 多 有 2 组 不 同 的 Ca， 
65) 可 使 该 方程 有 解 . 根据 上 述 结果 ,Hyyr6"7 讨 论 了 由 此 产生 的 
指数 型 方程 

|z' — Dry | = 1,z,y € N,m € Z,0 &um کے‎ n. 
(2. 1. 40) 
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他 证 明了 : 当 وحم‎ H DZ2 时 ,方程 (2. 1. 40) 至 多 有 1 组 解 (x，,y， 
MER 
2> 3,4 n = 5 3 6 if, 
2, 其 它 情况 . 

最 近 ,Langmann55 还 讨论 了 类 似 的 方程 

jz" — D"y"| = p,x,y.m € NH, ply, (2.1.41) 
其 中 p 是 给 定 的 素数 . HEMT: كك‎ n 是 大 于 3 的 奇 素 数 时 . 除 
了 有 限 多 个 素数 p 以 外 ,方程 (2.1.41) 至 多 有 nn 十 1 组 解 
Geo ym). 在 一 般 情况 下 ,我 们 有 以 下 猜想 : 

猜想 2. 1.6 设 a,65,k,n 是 给 定 的 正 整数 . كلا‎ 223 时 ,方程 
jaz" — by | = 5,x,y € N,ged(r,y) = 1, 

r,s € 2250 دوج بك‎ <n (2. 1. 42) 

至 多 有 nM, yrs). 


$2.2 Thue 不 等 式 


R n 是 大 于 2 的 正 整 数 , OY) 54X" +a X Y+ + 

a,Y" 是 二 元 n KAM. 对 于 正 整 数 & ,不等式 
Say | Skry ع‎ SE (2.2.1) 

WA Thue 不 等 式 . 由 于 Thue 不 等 式 等 价 于 有 限 多 个 Thue F 
程 ,所 以 它 必 定 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y), 并 且 根 据 定理 2. 1.1 可 知 
这 些 解 都 是 可 以 有 效 计算 的 . 
”本 节 设 Ny(k) 是 不 等 式 (2. 2.1) 的 解 (x,y) 的 个 数 . 1929 年 ， 
Siegel 4 32 ih ; 

3818 2.2.1 MRS XY MRR s, 个 非 零 数 , 则 必 
有 Nk)<C spk”. 

因为 当 整 数 x,y 适合 


max(|zx|,|y|) < 


k 
lao] 十 la, | 十 … 十 سط‎ 


时 ,数组 (z,y) 都 是 不 等 式 (2. 2. 1) 的 解 , 故 从 (2. 2.2) 可 得 N CR) 
DCGIOE^. 由 此 可 知 猜 想 2. 2. 1 提出 的 上 界 中 “A2”" ”项 是 无 法 
改进 的 . 
HA, 是 区 域 
IX. Y| <1,X,YER (2. 2. 3) 
的 面积 . 1934 4E, Mahler? تا‎ FI] E 3 FER m 75 EA T PRO ON, 
() 的 非 实效 的 上 界 . 他 证 明了 : 
[N k) — Ak?" | کے‎ Cr? CR TD (2. 2. 4) 
从 (2. 2.4) 可 得 
` N,G) < C; (OR (2.2. 5) 
Beit, Thunder IX} F n=3 的 情况 给 出 了 形 如 (2. 2.4) 的 可 有 效 
计算 的 上 界 . 他 证 明了 : 当 n=3 BY, 
| NO) — AR? | < C,R?"(3 十 loge) (2. 2. 6) 
从 (2. 2.4),(2.2.6) 可 知 解数 IN ) ج18 کا وك ( جز‎ C2. 2.3) 的 面积 4r 有 
着 密切 的 联系 . XE , Bean’ 5 证 明了 : 当 »23 时 ,对 于 任何 二 元 
n KEM SX ,7Y) 都 有 


)7 .2 .2( ,8998 .15 > اخ اق ک۸ 
其 中‏ 
1 
B(u,v) — [^a — xz) dz‏ 


是 Euler D -函数 . 53 Jh, Bean E PR A BERE T AR AMEE 
性 质 - 这 些 结果 对 于 讨论 Thue 不 等 式 的 解数 有 着 重要 的 意义 . 

1987 年 ,Schmidtc53 在 一 般 情 况 下 给 出 了 解数 Nr(&) 的 可 有 
效 计算 的 上 界 . 他 证 明了 : 


N,G) > C, Vaska + dog) — (Q.2.8) 

同时 ,Schmidt 认为 上 界 (2. 2. DPH 1+ Cloge) "^ "ji Re [ہ‎ WA dz b 

的 . 这 一 问题 已 在 最 近 被 Thunder"? fg . [8] 4E , Mueller’, 

Mueller 和 Schmidt" 4} 3 Xt ss=2 WR s;— 3 的 情况 证 实 了 猜 
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38 2. 2. 1. 1988 Æ , Mueller 和 Schmidt? LF (2. 2. 8) 改 进 为 
N/(k) < Chk "O + (logk)'”). (2.2.9) 
显然 , 上述 结 果 与 Siegel 的 猜想 2.2.1 仅 差 一 个 因子 “1 十 
dogk)"””. 
不 等 式 (2.2.1) 适 合 gcd(Cz,y) 王 1 的 解 (x,y) 称 为 本 原 的 . 
iE N'O. 2.1) 的 本 原 解 (z,y) 的 个 数 . 
1937 Ẹ , Siegel e FH E BBB ب‎ AWEN T 124 عدرى‎ 2 时 ， 
如 果 | 
| مهمه‎ | 77 > AE" الل‎ )2.2.10( 
其 中 “11” 表 示 “ 对 n WA RAM م‎ 求 积 ”, 则 不 等 式 (2.2.1) 至 
多 有 1 组 本 原 正 整数 解 (z,y). 此 后 ,Evertset5 运 用 同样 的 方法 
证 明了 ; 当 سر‎ 2 时 ,该 不 等 式 至 多 有 1 组 本 原 正 整数 解 (z,y) 满 
[4 


max( |asz"| ,| ”رہہ‎ |) > Co Gk, (2.2. 1) 
其 中 
1152.2, پر الا‎ 二 3 时， 
Coln) 2 53, 当 ? 一 4 时 ， (2.2.12) 
n, سے پر فلا‎ 5 87 ۰ 


Mueller HEST : 4 وسر‎ H 9ب‎ 
1 的 正 数 6, 不 等 式 (2. 2. 1) 满 足 
2k 
z> | 
的 本 原 正 整数 解 (z,y) 的 个 数 不 超 过 6 十 C1(6,ao,8)/log(n/2) ,其 
中 a=(ao/a,)'””, 


1/G/2)-1) 


(2. 2. 13) 


log (2k) | . 


C; (8a sk) = 29 + logô™ + log loga, |? 
0 


1+ 


(2. 2. 14) 
特别 是 当 جم‎ max (105, 3logk ,logao) 时 ,该 不 等 式 至 多 有 5 组 本 原 
正 整 数 解 (z,y). 在 一 般 情 况 下 ,Mueller6o 证 明了 : 当 ”之 3sy Bj, 
不 等 式 (2. 2. 1) 满 足 
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min(|x|,1y [) Ze CCGé5,)" (800 dogn) Jrk) P 
(2. 2. 15) 
的 本 原 解 的 个 数 不 超过 Cs(syr 十 (srlogsr)/log((Ca/sr) 一 1)). 由 于 
不 等 式 (2. 2.1) 的 本 原 解 与 代数 数 的 有 理 台 近 有 着 直接 的 联系 , 因 
此 Schmidt 曾经 提出 . 
猜想 2.2.2 N'/(k)<C, (sy). 
这 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 . 从 文献 [101] 中 的 结果 可 知 : 
当 229,53 且 k 人 HA- 时 ,该 猿 想 是 成 立 的 . 
另外 ,Mueller 和 Schmidt 还 讨论 了 更 一 般 的 不 等 式 
zy)| 委 有 lmax(zyy)lzyyEZ,gcdCzyy) = 1, 
(2. 2. 16) 
其 中 7y 是 适合 سے کہ‎ --2 的 正 数 . 他 们 证 明了 : 当 26,7 D «n 
—Y 时 ,该 不 等 式 至 多 有 Cu DDR ARR (x,y) HR t max (2/ 
(n—),l/GO-Y-—2,—1))). 


$2.3 广义 Thue 方程 与 Thue 不 等 式 


Bm n BA n>mS2 的 正 整 数 ,K 是 nn 次 代数 数 域 ， 
FOX ق7‎ Xn) Fe K EB m In KRA. 对 于 非 零 整数 &, 方 
程 

SC Eisg Ta) = Ly و يندتو‎ 00 Tn € Z,gedGn 2,0.) = 1 

(2.3.1) 
是 方程 (2.1.1) 的 推广 , 称 为 广义 Thue 方程 . 半 个 世纪 以 前 ， 
Siegel , Chabauty , Skolem , Nagell 等 人 就 曾经 讨论 了 它 的 一 些 特 
殊 情 况 , 有 关 这 方面 的 早期 工作 可 参考 文献 [98] 的 第 23 章 . 

1971 年 ,Schmidtt20 运 用 他 在 联 立 委 番 图 逼近 方面 的 结果 ， 
给 出 了 方程 (2. 3. 1) 的 解数 有 限 的 充 要 条 件 . 他 证 明了 :如 果 方 程 
(2. 3.1) 有 解 , 则 当 且 仅 当 FCX,,X:，…Xn。) 在 天 上 非 退化 时 , 它 
仅 有 有 限 多 组 解 (z ری مس سج‎ 因此 以 下 不 妨 假 定 fO, Xin, 
X) 是 非 退 化 的 . 对 此 ,Schmidt 运用 他 提出 的 子 空间 理论 ,讨论 了 
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方程 (2.3.1) 解 数 的 可 有 效 计 算 的 上 界 .本 节 设 Ny(k) 是 方程 
(2. 3.1) 的 解 (z yz yz) 的 个 数 . 1987 Æ Schmidt VERA T ; 


31m 2 


NG) S (Qn ". (2.3.2) 
此 后 ,Schmidt555 又 对 一 般 的 情况 证 明了 : 当 有 >0 时 ， 
N CR) SC, n ,n)C, Cn ,n, £5, (2.3. 3) 


其 中 
C, Gn,n) = min{ p pem) C Gn n, E) 


wk) 


Tmi CR") 5 (2. 3. 4) 


_ | n 
m —] 
这 里 w(&) 是 和 的 不 同 素 因数 的 个 数 ,m-;( 如 ?表示 正 整 数 ۴م‎ 的 不 
同 m — 1 元 乘法 分 拆 
kb'—kdsek. Ri 
的 个 数 . طط ڑ۰‎ Everest"? GRA بت‎ T 77 £8 (2. 3.1) 适 合 max (|zxi|， 
إیعا‎ sts ds DC; 的 解数 的 渐 近 公式 کنل‎ Evertse 3 JH T- 
空间 理论 的 改进 形式 ,将 上 述 结果 推广 到 了 ,)کر‎ Xo XE 
一 般 分 解 型 的 情况 . 
关于 方程 (2. 3. 1) EW EF, Schmidt, Schlickewei,Gyéry 等 
人 运用 丢 番 图 逼近 方法 给 出 了 一 些 非 实效 性 的 结果 (参见 文献 
[65]). 1978 年 ,Gy6ry 和 Papp“ 首先 运用 Gel’ fond-Baker 方法 
给 出 了 可 有 效 计算 的 上 界 . 目前 有 关 这 方面 的 最 好 结果 是 由 
Bugeaud 和 Gyóry/9 得 到 的 . Wb f (Xi, Xa, 0, Xn) 可 表 成 
(1. 6. 9), K —Q (a, saz," san). Bugeaud 7 Gyóry 证 明了 :当天 是 
ri 2r; BE HK : O(a, ,05,***,0,  ]Z23 时 ,方程 (2.3.1) 适 合 
Ln AO AYRE Cri ,zz，…zn) 都 满足 
max(|zil, | ند‎ | s 1s DD < | ع‎ | 07 P^ exp(3e I ص+ووررے۔ پی‎ 
n" Rp (log max(1,Rx)) (Rx + log(AB))), (2. 3.5) 
其 中 A=max(e,h(a,) ,A (aj) ,*- ,h (2,)) ,B— max(e, |k|). 
另外 , Everest 和 Gyóry ^", Evertse 和 Gyóry 95591, Gaal, 
Pethó 和 Pohst/**9, Gygryle»90, Langmann!”-"1, Smart], 


۰ء 


Voutier 等 人 还 用 同样 的 方法 讨论 了 其 它 类 型 的 分 解 型 方程 与 
方程 组 . 
对 于 正 整 数 &, 不 等 式 
| Fry xstmX|zkASgnam,€2 (2.3.6) 
称 为 广义 Thue 不 等 式 . 根据 Schmidt 关于 广义 Thue 方程 的 
结果 可 知 : 当 且 仅 当 A(Xi,X;，…,X) 非 退化 时 ,不 等 式 (2. 3. 6) 
必定 仅 有 有 限 多 组 解 C(zi,zz，……zw).1972 FE, Schmidt! 3E — 2b 
证 明了 : 当 A(X,, 关 2,… ,Xm) 非 退化 时 ,该 不 等 式 的 解数 与 区 域 
[F(X Xi, Ka) | SLX Xo KX, ER (2.3.7) 
的 体积 有 关 . 设 Nj(%) 是 不 等 式 (2. 3. 6) 的 解 Czi,z;，,… ,xz HIT 
XGA, 是 区 域 (2. 3.7) 的 体积 . 已 知 Nj(&) 的 大 小 与 Ak” MR . 
最 近 ,Bean 和 Thunder! AHT A, AER. 他 们 证 明了 : 
Ag AL > (2. 3. 8) 


$2.4 Thue-Mahler 方程 


d ndéXT2mMEESSE./(OGY)o-aX"'cTaX"7Y-T-e 
a, Y" 是 二 元 n KBs Lik BEER, رص رم‎ 是 适合 p 
«py m p, 的 素数 . 1933 Æ Mahler" 5 推广 了 Thue 3g ہو‎ 
的 丢 番 图 通 近 方法 ,从 而 证 明了 :方程 
f(x y= py Pete" pr TY Ts Les sy EZ, 
gcd(z,y) = 1,z, 0,2, 之 0z > 0 (2.4.1) 
仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,z,zz,…，,zr). 因此 ,方程 (2.4.1) 称 为 
Thue-Mahler 方程 , 它 是 Thue 方程 的 一 类 指数 形式 的 推广 . 
设 Nk, popr ٠٠١ , رم‎ ETEO. 4. 1( 80 #6 )2 و08 ووه ورج وو و‎ 
z,) 的 个 数 . XT ران ع‎ ES Mahler: "1 证 明了 : 
NC, pis prs b < (Ci A) tmm, (2. 4. 2) 
其 中 هسه‎ (4) 是 |k| 的 不 同 率 因数 的 个 数 .1961 Æ, Lewis 和 
Mahler™*41 最 早 给 出 了 解数 的 可 有 效 计算 的 上 界 ， 他 们 证 明了 : 
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N; k, pipi BO KE, Hy) /7 + (Quy mn, 
(2.4.3) 
根据 Tijdeman' "" Wit. (2. 4.3) 中 的 绝对 常数 C 4C. C. 都 不 
超过 100. 

1983 4£ ,Evertse 首先 给 出 了 与 /(X,Y) 的 系数 无 关 的 解数 

EX. 他 证 明了 ; 当 上 =1 时 ， 
Ns pis porro Bo STEP H6 PPD, (2.4.4) 
此 后 ,Bombieri075 对 于 一 般 的 上 证 明了 : 
N رط,ط()‎ post p) x (An) mmm, (2. 4. 5) 
1991 年 ,Stewart02 对 于 充分 大 的 & voit ۲ ERO. 4.50. 他 证 明 
了 : 当 |&Al>C, 时 ， 
N,U) « 2G 十 Di". (2. 4. 6) 
显然 ,以 上 给 出 的 解数 上 界 都 是 相当 大 的 . 对 此 ,Evertse 和 
Gyory .54 指出 :除了 有 限 多 个 二 元 = 次 原型 的 等 价 类 以 外 ,方程 
(2. 4. 1) 解 数 的 上 界 是 可 以 大 大 缩小 的 . 

1970 年 ,Coates 运用 Gel'fond-Baker 方法 证 明了 ;对 于 互 素 
WER ry MR f(z,y) 关 0, 则 正 整 数 |f(x,y)| 的 最 大 素 因 数 7 
Gf Ge») E 

PCfG,y)) C5 G,Hj)log log max(3,|z|,)y|). (2.4. 
从 (2.4.7) 直 接 可 知 :方程 (2. 4. 1) 的 解 (z,y,zi,zz，… ,z,) 都 满足 

max(|zx|,|y|) «: C,Q,H pexp exp max(3, |£]| ,5.). 

(2. 4. 8) 

此 后 ,Kotov,Sprindzuk ,GyGry 和 Papp 等 人 分 别 改 进 了 上 男 
(2.4. 8). 目前 这 方面 的 最 好 结果 是 由 Bugeaud 和 Gyóry ^48 38] 
的 . 设 <“ 是 代数 方程 (2.1.2) 的 根 , 天 一 急 (c)， 他 们 证 明了 :方程 
(2. 4.1) 的 解 (Xx,y,z1,z;，…,z,) 都 满足 

max(|z|, | ہو توصر, نڑھ, | نل‎ pp < eXP(3 m? 

n?” CrY1*l1$(,. 十 1 RFD 415 سم‎ DaD 

(log p,)”**Rrhx (log max (e,Rxhx))? 
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(Rk + rAy 十 log(| Eel H5) (2. 4. 9) 
以 及 
max(|x],|y] ,ph, pi, ,pr) >> exp 
(293r +D 27 9n 2n Cr 3) 18 Cy 十 1 ee F PTS proT DOD) 
(ogp,)”**H ,^^?(log max(e,H,))" "log |&|), (2.4.10) 
其 中 برط‎ , Re DHE K 的 类 数 和 调整 子 . WAP, Brindza, Evertse 
和 Györy 35:8 بل‎ T A RA ne Ay kop, 有 关 的 上 界 . 上 
述 结 果 的 证 明 都 用 到 Gel'fond-Baker 方法 (参见 文献 [56]). 另 
外 ,Bombierin' 中 综合 于 番 图 允 近 和 算术 代数 几何 方法 讨论 了 方程 
(2.4. DIS ERE. 
对 于 某 些 系数 较 小 的 二 元 三 次 原型 /A(X,Y) 以 及 较 小 的 素数 
pi pi，"…,p:，Tzanakis 和 de Weger 具体 求 出 了 方程 (2.4. 1) 的 全 
部 解 (z,y,z1,z2，,…,z,)， 从 这 些 数值 例子 可 知 ,在 目前 该 方程 的 
求解 仍 是 个 很 复杂 的 计算 问题 . 
设 fOG سو‎ Xm) FE 次 代数 数 域 玉 .上 的 m Jn 次 模型 . 
方程 
FG x2) = RPM ہہ تر‎ pie و رض و‎ Lry s !و یت‎ 
oe yz, حا‎ Z gcd )2 سے رتو وھ‎ 1,2 = 052 = 0,*-5,2, = 0 
(2. 4. 11) 
是 方程 (2.4.1) 的 直接 推广 , 称 为 广义 Thue-Mahler 方程 . 关于 
它 的 解数 , 乐 茂 华 "证 明了 : 当 f(Xi,X,,…,X。) 非 退化 时 ,如 果 
pit )رك‎ 1,2, ,7), 则 方程 (2. 4. 1D RO E Grm numm 
…,z,) 的 个 数 不 超 过 
(4G 十 e£) (n! 2)? eunt p nre) 
对 于 该 方程 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 ,至今 尚未 见 到 一 般 的 结果 . 
关于 这 方面 的 非 实效 性 结果 可 参考 文献 [56] 和 [65]. 


$2.5 整数 递 推 数列 的 多 重 值 


设 n EEX, a :425*** و‎ 4, 是 适合 an 天 0 的 整数 . 常 系数 线 


6ھ 


性 齐 次 递 推 关 系 
Umen 7 OM en TAU mina *** ۔۔‎ 70 (2.5.1) 
称 为 n 阶 整 数 递 推 关 系 ,简称 递 推 关 系 . 此 时 ,多 项 式 CX) =X’ 
—a X" !—a)X" “一 … 一 a, 称 为 递 推 关系 (2. 5. 1) 的 特征 多 项 式 ， 
代数 方程 
f(z) =0 (2. 5. 2) 
的 根 称 为 它 的 特征 根 . 

YE uou ٠١ م‎ ERE EYER . WR BAU = مي( مه ا‎ 
满足 递 推 关 系 (2. 5. 1) 以 及 初始 值 vosu se suni MPU 是 整数 
递 推 数列 ,简称 递 推 数列 . 同一 个 递 推 数列 可 以 满足 不 同 的 递 扒 
关系 . PM: عدن كك‎ OZ SU 同时 满足 一 阶 递 推 关 系 

Uo = loum = Unom جے‎ 0 (2.5.3) 
以 及 二 阶 递 推 关 系 
Uo = lu 一 mnt = unr! — us,» جے‎ 0 (2.5.4) 
如 果 (2. 5. 1) 是 递 推 数 列 U = Gu ج‎ Fr E 85 ئل لا‎ BE 2 
系 , 则 称 它 是 的 最 小 递 推 关 系 , 它 是 唯一 存在 的 . 此 时 ,U 称 为 
n 阶 递 推 数列 , 递 推 关系 (2. 5. 1) 的 特征 多 项 式 和 特征 根 也 称 为 递 
推 数 列 U 的 特征 多 项 式 和 特征 根 . 已 知 如 果 g(X) 是 数列 U 所 满 
足 的 另 一 递 推 关 系 的 特征 多 项 式 , 则 必 有 CX) eX). 

当 递 推 数 列 忆 = (usd umo s 个 不 同 的 特征 根 4; 505 وت سر‎ 

们 的 重 数 分 别 是 eye:，…e: 时,U PA EXE uu (m0) AB [ہ‎ HK 


Un = X ha? سس‎ > 0, (2.5.5) 


其 中 如 (XX)G=1,2,…,s) 分 别 是 次 数 等 于 e; 一 1G 一 1,2,…,s) 的 
ETR, CMRE asar ran AE tosts sun HÆ. 
对 于 递 推 数 列 U = (4,}%_。, 如 果 存 在 非 负 整数 دہ‎ 以 及 正 整 
数 上 可 使 
Umi, 一 uum Ze me, (2. 5. 6) 
则 称 UU 是 循环 的 ,否则 是 非 循环 的 . 已 知 当 U 的 特征 根 都 不 是 单 
位 根 ,而 且 它 的 任何 两 个 不 同 特征 根 的 商 也 不 是 单位 根 时 ,U 本 身 
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VA BE BSE — I FRR TH BE BB EF (ces dm )ست(‎ 
d€Z.4z0.d» 0 8ل ےرہ‎ 2431 . 如 此 的 递 推 数列 U 称 为 非 退 
化 的 ٠ 

对 于 给 定 的 整数 &, 设 N(&) 是 适合 

)7 .5 .2( 0 عد سورع = Un‏ 

的 非 负 整数 m 的 个 数 . للا‎ N O0 <1 时 ,k 称 为 递 推 数列 U ے‎ 
{un)2-o 的 一 个 多 重 值 . 显然 ,如 果 数 列 U 存在 多 重 值 , 则 方程 

Ur = Up Ly EZO LTY (2. 5. 8) 

必 有 解 (z,y), 反 之 亦 然 . 本 节 主 要 讨论 非 退 化 递 推 数列 的 多 重 

fü - 

时 ,如 果 递 推 数列 U 是 非 退 化 的 , 则 必 有 a, AO 或 士‏ 1 حمر فلا 
l. 此 时 U 显然 没有 多 重 值 .‏ 

当 n=2 if, Mahler "运用 p-adic BAM EBA BUH RIE 
明了 ; 当 m 一 co 时 ,|un | oo. 由 此 可 知 :对 于 任何 整数 ۸,۸۷ GO 7۴7 
是 有 限 的 .1930 £, Ward 8 ASW: NSS. 对 此 ,Chowla， 
Dunton, Lewis ,Loxton, Alter 和 Kubota 等 人 分 别 证 明了 该 猜想 
的 一 些 特殊 情况 . 1977 年 ,Kubotat 扩 完整 地 解决 了 Ward 猜想 ， 
并 且 给 出 了 更 强 的 结果 . 他 证 明了 ;对 于 任何 整数 ,都 有 NN (%) 
<4. 1980 Æ ,Beukers" 进一步 证 明了 :除了 满足 

Wo = 1,4, =— lymp — — Ung, — 2u,,m =O (2.5.9) 
的 递 推 数列 口 = {unha , ۳ط‎ NOO«3. 

WY, D=ait+4da,. WR D 取 0, 则 相应 的 二 阶 递 推 数‏ 2 عدم ولا 

列 U= (ua}w-o 有 两 个 不 同 的 特征 根 


a, -la + vV 万 ),w 一 jue 一 VD), (2.5.10 


它们 的 重 数 都 等 于 1. 当 忆 的 初始 值 为 mw=0 VA 1ع ع‎ 时 ,从 
(2.5.5),(2.5. 10), 可 得 
ay — o; 
aq — & 
这 是 一 类 最 基本 也 是 最 重要 的 递 推 数列 . 由 于 著名 的 Fibonacci 
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Um 一 


mz. (2.5.11) 


数列 是 它 的 一 个 特例 ,所 以 此 类 递 推 数列 称 为 广义 Fibonacci 数 
列 .从 本 书 第 三 章 和 第 五 章 的 讨论 中 可 知 , 很 多 指数 型 丢 番 图 方 
程 的 解数 问题 都 与 此 类 递 推 数列 的 多 重 值 有 关 . 

对 于 给 定 的 正 整数 &, 设 N (4&) 是 适合 

lu] — 0ج سروم‎ (2.5.12) 
的 非 负 整数 m 的 个 数 . 1991 Æ, REENA Gel'fond-Baker 7j 
法 讨论 了 广义 Fibonacci 数列 的 多 重 值 . 他 证 明了 : 
E 2.5.1 设 二 阶 递 推 数列 U= سا‎ ١-17 E TEE RR 
to = O,u, = Unis = ausu, F amom = 0, (2.5.13) 
其 中 整数 ےہ‎ 适合 gcd(a,,a.)=1 WR au: 天 0 或 士 1. 4 max 
X(2D],la; DC. 时 ,除了 

OWE ح ره‎ tl RF atas ti M ۸۷ )1(- و2‎ 

(让) 如 果 ره‎ 372a; — t 1, BUE ۸۷ Cu D — 25 
这 两 种 情况 以 外 , 必 有 N OSIEN). 

证 AW gedla ع (يه.‎ 1 H as 关 0 或 土 1 ,所 以 D=a + 4a, £ 
0. 因此 从 (2. 5. 13) 可 知 递 推 数列 U = (ute) So ESM Fibonacci 数 
列 , 它 的 每 一 项 w,(m 宇 0) 都 可 表 成 (2. 5. 11). 

34 0م‎ <0 BE, h F lus | CE m2 1 时 是 严格 单调 递增 的 ,所 以 若 
HERS k HE N (Ck) > 1, AR A 85878 ط‎ - 1 WR |u| 1. 
此 时 ,从 (2.5.11) 可 得 a, = +1 

34 D<0,k=1 H 2|, Eb n ۸۷ COD 1, IA C2. 5. 11» ي51‎ 
ay — 5 
& 一 و0‎ 
因为 2|a IAK 2 | m BY 75 2 lem 因此 (2.5.14) 中 的 m 必 为 
奇数 . 此 时 m ARAM p. 由 于 wo lus UK )2.5. 14) 可 得 

|u,| = 1. (2. 5. 15) 

24 حدم‎ 8 8(7: (2.5.1120, (2. 5. 15) WE ريه‎ — ad سل يه ره سل‎ oi — 
(a, ta) — aa, =at +a — Hl. بالا‎ ET ERU m لط لآ3‎ C2. 5. 14) 可 
得 


[us | = 


— pml (2.5.14) 


ay — o7 


Ius] dus aa L (2.5. 16) 
因此 tens [s o BEMA C2. 5. 16) nf Anf 
lems] = 1 (2.5.17) 
以 及 
ےج‎ (at? + af)? - )”" 
PUE — PE H 2 172 


I 


( a1? + ag’?\? — (— ارم‎ 
=+1. (2.5. 18) 
因为 تاجو ل بس‎ 是 整数 ,as: 尖 0 K+1,m/3>1, APE CARL 28]. 
[68] 中 的 结果 ,从 (2.5.18) 可 得 m= 二 9,4as== 一 2 以 及 
| ته + ته‎ | = 3. )2.5.19( 
由 于 روس وم ل أبه‎ Cal -ل‎ 3a.) —a1Ca1 — 6) , E ) 2. 5. 19) 8] 18 31a, 以 
E 9|ai-Fei 这 一 矛盾 . 因此 区 ==3, 而 且 当 a? 十 as 二 十 1] 时 , 必 有 
N’'(1)=2. 
كلا‎ p= 二 5 时 ,从 (2. 5.15) 可 得 

[a.+ $a| -|9| =+1 (2.5.20) 
根据 文献 [28 ] 中 的 结果 ,从 (2. 5. 20) 可 知 此 时 maxCIDI مو(‎ D >> 
6 


M p7 时 ,从 (2. 5.15) 可 得 


2-ف) 


(p—j— DI? (p—1)/2— j j 
Mn DY 人 一 a3)! = 1. 
j=0 (p 7 272171 22 
(2.5.21) 
P 
(p— 12/2 
(p—Jj— D!5so- 
SX, Y ~ SEE oD /2- Fs 
fO = 2j و ہی‎ Yi, (2.5.22) 


根据 引 理 1۰.1.1: (2. 5. 22) n Al / X . Y0J& 36 (p — 0/2 次 原 
型 . 因此 , 当 527 时 ,根据 定理 2. 1. 1, 从 (2. 5. 21) 可 知 
max (|D|, la; |) <C,(p). |. (2.5. 23) 
同时 ,根据 定理 1.8.1, (2. 5. 100, (2. 5. 11)fI (2. 5.15) 可 得 
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)24 .5 .2( .ون >> جر 
3E fS max | Dl, |a; D C... 综 上 所 述 可‏ )24 .5 .2( ,)23 .5 .2( & 25 
D<0,k=1 H 2la, 时 ,如 果 max(|D], la: D>C WRT‏ 41:34 
情况 Ci, GD ELA HA N' GO CT. 运用 上 述 方 法 , 同 理 可 证 D<‏ 
以 及 D<0 且 A>1 时 的 情况 . 定理 证 完 .‏ ره |2 8 0,k=1‏ 
جرد > 关于 定理 2.5.1 中 的 常数 C ,文献 [77] 有 具体 算出 C‏ 
exp exp 1000. 从 该 定理 可 知 : 当 gcd(aiyez) 王 1 且 as 关 0 或 土 1‏ 
时 ,除了 两 类 已 知 的 例外 情况 , 仅 可 能 有 有 限 多 个 适 此 条 件 的 广义‏ 
Fibonacci 数列 有 和 多重 值 . 根据 上 述 结果 ,我 们 有 以 下 猜想 :‏ 
当 广 义 Fibonacci 数列 U = (wu, eo AS Bi /] IB HE‏ 2.5.1 3818 
以 及 w 天 0 或 士 1 时 ,除了‏ 1— (يه, 关系 (2. 5. 13) WERE gcd(a,‏ 
NF ait+a,=+1, M N' O0 —1;‏ 1 ع OME a,‏ 
+2 کے )| Gi) WE a? +2a,=+1, 9) N' Clu,‏ 
这 两 种 情况 以 外 ,对 于 任何 正 整 数 &, 都 有 N O<.‏ 
此 外 ,广义 Fibonacci 数列 还 与 其 它 数论 问题 有 关 , 以 下 介绍‏ 
一 个 椭圆 模 函 数 方面 的 例子 . 设 函 数‏ 
A(z) = et ۶0 1 — em AT) = N'rGDz,‏ 
)25 .5 .2( 
其 中 tx)G4EN) 称 为 Ramanujan c -函数 . 对 于 素数 p 以 及 非 负‏ 
整数 m. Ox Cm‏ 
T(p"*?) = r(p)rCp"*') — plir(p"),m > 0. (2.5.26)‏ 
B") bm 之 0). 因为 c0 — 1C C2. 5. 26) 3‏ )+ ح ره 0 设 us‏ 
BU U = (uu) vB EXE TEX 5‏ 


Uo = O05, = 1,244; = T(p)u,., — pu, »m = 0. 
(2. 5. 27) 
由 此 可 知 
Av Anni — 
TCP”) = Uns, = + ——,m>0, (2.5.28) 
A, — a, 


其 中 
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A, = Sleep) oy GO» — 4p") » 
1 


3(rp) 一 VEC) — 4p").‏ = م۸ 


1974 年 , Deligne®* HE BY ET FE 8 RM os BWA lal = ۱۸,۱ = 
p"^. ART Mie (p) |<2p"”, A mE EUST 3X LS Ramanujan- 
Petersson 猜想 . 1987 Œ , Shorey" "liz FR Gel’ fond-Baker 方法 证 
明了 : 当 r(p) 天 0 时 ,如 果 

T(P”) = tp") .mn € Nom «n, (2. 5. 29) 
Wah maxG م‎ p)<Cy. 

34 n>2 时 ,人 们 对 于 阶 非 退化 递 推 数列 的 多 重 值 有 过 大 量 
的 工作 ,有 关 这 方面 的 详细 情况 可 参考 文献 [56j], [118]. 1982 年 ， 
van der Poorten 和 Schlickeweir'**' 证 明了 :对 于 任何 正 数 6, 当 mm 
Cs(6,0) 时 , 必 有 

|u,] > A", (2. 5. 30) 
其 中 A=max( jal, la,la |). 根据 (2. 5. 300, Glass,Loxton 
fll van der Poorten " 85 T : 7۶ FETTE C & 以 及 非 退 化 递 推 数 
7) U.NGOS88JÉ ARR . 关于 NOOBS ES. van der Poorten 和 
Schlickewei yg BH T ; N(OO«—C,GD ,其 中 Ce(m) 是 的 指数 函 
数 . 

对 于 正 整数 a, 设 Pla) 是 a 的 最 大 素 因 素 .1984 年 
Evertse"*j 运 用 p-adic 形式 的 丢 番 图 逼近 方法 证 明了 :如果 7 ح‎ 
{um}m-o 是 非 退 化 递 推 数列 , 则 当 moot VA ہے( ىه | )م‎ 上 
述 结果 从 本 质 上 改进 了 本 节 开 头 提 到 的 Mahler 的 结果 ,由 此 可 
以 得 出 很 多 有 用 的 推论 . 例如 :对 于 任何 给 定 的 素数 pi,p,,…， 
p:, 从 上 述 结果 直接 可 知 方程 

| اہ‎ = py per pr m, € Zim 0,% O0, = 1,2, 7 
7 (2.5.31) 
BUS A EB E 21 8# م)‎ zo ريع‎ ٠٠١ z0. 对 于 具体 的 数列 ,方程 
(2. 5. 31) 的 求解 通常 是 很 困难 的 ,目前 只 解决 了 几 个 极 特殊 的 情 
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BL ) 2 الا‎ 088 E23 1,76], 0961, C97 [<١ 同时 ,人 们 至 今 还 无 法 解决 
以 下 向 题 : 

猜想 2.5.2 对 于 任何 非 退 化 递 推 数 列 U = (a, كك ہج(‎ m> 
co 时 , 必 有 PClus ( / ضح وجو‎ 

最 后 介绍 一 下 广义 Fibonacci 数列 的 本 原 素 因数 问题 . 设 U 
= (us 1, -是 广义 Fibonacci 数列 .如果 素数 pp WE plu 以 及 pl 
u;G 1,2, ,E—1) UK p RE u 的 本 原 素 因 数 . 早 在 本 世纪 
初 ,Birkhoff 和 Vandiveru 已 经 证 明了 ;如 果 U 的 特征 根 是 整数 ， 
则 当 m>6 时 ,wu 都 有 本 原 素 因 数 . 此 后 ,Carmichaell9 证 明了 : 
如 果 U AER dE SEX. UU فك‎ mo 12 时 ,xn 都 有 本 原 素 因 数 . 
1977 年 ,Stewartil21 运 用 Gel'fond-Baker 方法 给 出 了 一 般 性 的 结 
果 . 他 证 明了 ; 当 سے وہر‎ 2° Nu, 都 有 本 原 素 因数 .1995 年 ， 
Voutier 1) 找 出 了 所 有 适合 m<30 县 没有 本 原 素 因 数 的 un 同 
时 ,他 提出 了 以 下 猜想 : 

3838 2. 5.3 对 于 任何 广义 Fibonacci 数列 U= {um کت رج(‎ m 
2230 时 ,un 都 有 本 原 素 因数 . 
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”第 三 章 广义 Ramanujan-Nagell 方程 


早 在 1913 4 Ramanujan BARR SAE 
Ti 二 +7=2,7T,n ET 

的 5 组 解 (x,n) 二 (1,3),(3,4),(5,5),《11,7), (181,15). 同时 ， 
Ramanujan 提出 :该 方程 是 否 仅 有 已 知 的 5 组 解 ? 1943 年 ， 
Ljunggrent%] 在 挪威 的 数学 杂志 上 再 次 介绍 了 Ramanujan 的 问 
题 ,引起 了 广泛 的 注意 . 五 年 后 ,Nageils 运用 代数 数论 方法 完整 
地 解决 了 上 述 问 题 . 此 后 ,Nagell*"i 又 用 英文 重新 发 表 了 他 的 结 
R. 由 于 上 述 方程 的 解 与 组 合 数学 中 诸如 “ 超 平面 差 集 是 否 与 
Hall 差 集 有 公共 部 分 ”等 重要 问题 有 着 直接 的 联系 (参见 文献 
[1j,[2j,L16],L62]), 所 以 尽管 Ramanujan 的 问题 已 经 解决 多 
年 ,但 是 人 们 对 它 的 兴趣 一 直 延 续 至 今 . 近 40 年 来 ,Skolem， 
Chowla 和 Lewis. Chowla, Dunton 和 Lewis, Mordell, Hasse, 
Madhavarao, Mead, Udrescu, Hossein, Johnson, Mignotte, 
Turnwald , Bundschuh , Sakmar 等 人 分 别 运用 不 同 的 方法 证 明了 
Nagell 的 结果 ,有 关 这 方面 的 详细 情况 可 参见 ”امعطم‎ 和 
Ramasamy!" fy Zz yk yc E . 

设 D 是 正 整 数 ,p 是 适合 ام‎ 的 素数 . 由 于 Ramanujan 提 
出 的 著名 问题 以 及 Nagell 对 此 的 重要 工作 ,方程 

zv+tD=p", xrnEN 

及 其 推广 形式 统称 为 广义 Ramanujan-Nagell 方程 . 这 是 一 类 基 
本 而 又 重要 的 指数 型 方程 ,人 们 对 它 的 解数 和 解 的 上 界 进行 了 大 
量 的 研究 ,取得 了 十 分 丰富 的 成 果 . 本 章 将 介绍 Gel'fond-Baker 
方法 在 此 类 方程 中 的 应 用 . 
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$3.1 Jrf&Bz^rD-—p 


DEER.» 是 适合 p1D 的 素数 . 方程 
r+D=p", meN (3.1. D 
是 一 类 最 基本 的 广义 Ramanujan-Nagell 方程 ,本 章 开 头 提 到 的 方 
程 就 是 它 在 (D,p) 二 (7,2) 时 的 特例 . 

对 于 给 定 的 D.p.U N(D,p) 是 方程 (3.1.1) 的 解 (x,n) 的 个 
数 . 由 于 Mahler") EGE BA : 当 正 整数 x 一 oo 时 ,zx 十 DD 的 最 大 
素 因 数 P(x 十 D) 一 oo. 因此 方程 (3. 1. 1) 的 解数 N(D,p) 必 定 是 
有 限 的 . 近 30 多 年 来 ,关于 N(D,p) 的 上 界 一 直 是 丢 番 图 方程 中 
的 一 个 引 人 注 目的 问题 . 

当 p=2 时 ,如 果 D 关 7 (mod8), 则 方程 (3. 1.1) 至 多 有 1 AK 
(zx,n). 因此 以 下 仅 须 考虑 D=7 (mod 8) 的 情况 . 此 时 方程 
(3.1.1) 的 解 都 满足 ”之 2, 所 以 它 对 应 于 方程 

Z2 十 万 一 22，Z EN (3.1. 2) 
显然 , 当 方 程 (3.1.2) 有 解 (z,z) 时 ,方程 

X! + DY? = z**,X,Y,Z € Ziged(X, Y) — 1,2 <0 

(3.1. 3) 

ARECXY,Z)=(2,1 0). 设 (X1,Y1,2) 是 方程 (3.1.3) 的 最 小 
解 .根据 推论 1. 5.1 可 知 

n= Zt,t €N, (3. 1. 4) 


z+ v—D Aten P 一 了 | sh € (— 141}. 


(3. 1. 5) 
从 (3.1.4),(3.1.5) 可 知 方程 (3. 1.2) 有 人 解 (z,n) 的 充 要 条 件 是 方 
程 (3.1.3) 有 解 (X, 了,Z), 而 且 它 的 最 小 解 (X ,Yi ZD WE Y = 
1. 当 此 条 件 满足 时 ,方程 (3. 1. 2) 有 解 (x,n) 二 (Xi,2Z1). 同时 ,如 
果 (zx,n) 是 方程 (3.1.2) 适 合 (z,n) 关 (Xi,2) 的 解 , 则 必 有 大 于 1 
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的 正 整数 1, 可 使 (3. 1. کر لیا‎ (3. 1. 50 AE Y, ہے‎ 时 成 立 . 在 上 述 分 
Prag d uli EL, Apéry ڑا‎ FH RO PE 05 T o4 D 关 7 时 , 必 有 
N(D,2)<2. 由 于 当 D—23 31 2—1, Hob حرج‎ 1 的 正 整数 
时 ,方程 (3. 1. 2) 显 然 有 解 
(3,3),(45,9)， ہلا‎ D= 23 时 ， 
DD) 1ت‎ 
(3. 1. 6) 

所 以 根据 Apéry 的 结果 可 知 (3.1.6) 给 出 了 该 方程 在 这 两 种 情况 
下 的 全 部 解 . 对 于 方程 (3.1.2) 的 其 它 情况 , Browkin 和 
Schinzel[91 曾 经 提出 . 

猜想 3.1.1 34 DA23 R 277—167 DBE , جل‎ NOD,2)« 
1. 

R a= (X,+ V—D)/(OXi— V 一 万 ). 因为 已 知 当 方程 
(3. 1. DAR, Y = 1, BO (3. 1.5) 5[ AD , كلا‎ DA23 E 27? — 16 
> DE. WR ND, D> BAS XT 1 的 奇数 上 适合 (3. 1. OV 
及 


LD, (3.1.7) 


1967 4E, Schinzel'*3z FR Gel'fond 有 关 二 维 对 数 线性 型 的 下 界 估 
计 , 根 据 (3. 1.7) 证 明了 : 当 万 天 2+: 一 1 时 ,方程 (3.1. 2) 至 多 有 1 
23 Cr (125 6 م‎ < 78. 由 此 可 知 猜想 3.1.1 在 D> 29 IE GST. ， 
Ab, Tzanakis"? x1. D<100 的 情况 找 出 了 方程 (3. 1. 2) 的 全 部 
解 . 这 一 结果 说 明 上 述 猜想 在 D<100 时 也 成 立 . 猜想 3.1. 1 最 
终 是 由 Beukers™ "解决 的 ,他 运用 有 关 超 几何 级 数 的 丢 番 图 逼近 
方法 证 明了 : 当 DA23 或 277—160 DIE MR NOD, D. 至 
此 ,方程 (3.1. DE p —2 时 的 解数 问题 已 经 全 部 解决 . 
م كلد‎ 是 奇 素数 时 ,如 果 (z,n) 是 方程 (3. 1. 1) 的 解 , 则 方程 
X! + DY’ = p*,X,Y,Z € Z,ged(X,Y) — 1,2 <0 
(3. 1. 8) 
必 有 和 解 (X,Y,2Z) 二 (zx,1,n). WOCGGYoZOJ&J ROG. 1.9 رز‎ 
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le — 1| > 


小 解 . 根据 推论 1. 5. 2 可 得 
^n-—Ztt€N, (3.1. 9) 


zcboe/— D — (X, 4 XY, /— D) Aà E (— 1,51}. 
(3.1.10) 
从 (3.1.9),(3.1.10) 可 知 此 时 方程 (3. 1. DAR Ge MEER 
件 是 方程 (3.1.8) 有 解 (X, 了 Y,Z) ,而 且 它 的 最 小 解 (X YZ 
© Y =l 当 此 条 件 成 立时 ,方程 (3.1.1) 有 解 (z,z) 一 (Xi,Z,). 
同时 ,如 果 方 程 (3. 1.1) AIBA (rn) OX, ZO 89 BR (ron), گا لال‎ 
有 大 于 1 的 奇数 1, 可 使 (3. 1.90 X 
rc s—D=A(X, +A V~ D) àsà € {— 1,1} 
(3.1.11) 
成 立 . 通过 上 述 分 析 ,Apéry 中 运用 代数 数论 方法 证 明了 :对 于 任 
何 奇 素数 p ND, 202. 由 于 当 (D,p)==(2,3) 或 (35? 十 1,4s? 十 
1), 其 中 * 是正 整数 时 ,方程 (3. 1. 1) 显 然 有 解 


(1,1),(5,3), 当 (D,p) — (2,3) 时 ， 
(z,n) [ee rus 当 (D,p) = (3s? 十 1， 
4s + 1) BY, 
(3.1.12) 


所 以 根据 Apéry 的 结果 可 知 , (3. 1. 12) 给 出 了 该 方程 在 这 两 种 情 
况 下 的 全 部 解 . 

34 p EA RW, (D, p)A(2,3) R387 +1,4"° +1) ۰ء‎ 
数组 CD,p) 称 为 方程 (3.1.1) 的 非 例外 情况 -Alter 和 Kubota, 
Brown ,Cohen , Inkeri, 乐 茂 华 等 人 运用 初等 数论 方法 ,分 别 对 某 
些 特殊 的 非 例 外 情况 证 明了 :NN(D,p) 志 1. 有 关 这 方面 的 详细 情 
况 可 参见 文献 [25J 和 [39]. 

运用 Gel fond-Baker 方法 ,从 定理 5. 3.1 可 知 : 对 于 给 定 的 正 
整数 万 ,方程 

z+D=y,r,yE Nn>2 (3.1.13) 
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的 解 (rz,y,n) 都 满足 n<C1CD); 又 从 定理 4.2.1 可 知 :对 于 给 定 
HIER D,n, 适 合 (3.1.13) 的 x y 都 满足 max Gc, 30 C; CD, 
n). 综 上 所 述 立 得 y «C. GOD). 1979 年 ,Bender 和 Herzberg! 根据 
这 一 思路 证 明了 ; 当 حم‎ C, ODORE UE NCD. p)<1. 上 述 结 果 说 
明 : 对 于 给 定 的 DD, 仅 可 能 有 有 限 多 组 非 例 外 情况 可 使 NC(D,p) 
1. 
1985 4E, SR PE AE "Gt — Jp کز‎ H Gel'fond-Baker 方法 证 明 
T: 
5738 3. 1.3. 24 (D, p dé JE 18 )3. 1.1) 的 非 例外 情况 时 ,如 果 
maxCD, 5) 2C, MVA NCD, pos. 
WE 设 (X,Yyi,2Z,) 是 方程 (3.1.8) 的 最 小 解 . 已 知 方程 
《3.1.1) 有 解 时 , 必 有 TY 一 1. 又 设 
e=X,+ /—D,e—X,— /—D. (3. 1. 14) 
从 (3.1.11) 可 知 , 如 果 NGCD,p)>1, 则 必 有 大 于 1 的 奇数 上 可 使 


Sel]. (3. 1. 15) 
€ —'€ 
根据 定理 1. 8. 1, JA (3. 1. 142, (3. 1. 15) 可 得 
t « C,. (3. 1. 16) 


由 于 已 知 NCD,z) 委 2, 所 以 (3.1.15) 中 的 上 必 为 奇 素数 . 从 
(3. 1. 14),(3. 1. 15) 可 得 
0— 12/2 
D اروا‎ 
因为 (D,z) 是 非 例 外 情况 ,所 以 从 (3. 1. 17) 5[ RD £253. 又 从 文献 
[18] 可 知 :; 当 t=5 时 ,(3.1.17) 不 成 立 . 因此 上 是 适合 <7 的 奇 
素数 . 
设 


(— DYXU?"7 = 1. (3. 1.17) 


4—1)/2 


t uu 
X, 一 . 4—1)/2—i A . l. 
f(X,Y) 3 PANE: Y. (3.1.1 


由 于 上 是 奇 素数 ,所 以 根据 引 理 1.1.1, A (3. 1. 180 RT Al FOX, YO 
是 二 元 4 一 1)/2 次 原型 . 同时 ,从 (3. 1.17? 可 知 此 时 Thue 方程 
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fOX,Y)—-ctilx.€£Z£ (3. 1. 19) 
78 88 Cry) GT, D). B3 G— D/2z:3, BEA ERE 2.1.1 可 得 


21 
F< < max(X?,D) < CQ). (3. 1. 20) 


、 结 合 (3. 1.16), (3. 1.20) 立 得 max(D,p) 二 Cs. 因此 当 max(D, p) 
COE UE NO, pH) 定理 证 完 . 

显然 ,上 述 定 理 在 除了 有 限 多 组 非 例 外 情况 的 条 件 下 ,给 出 了 
N(D,p) 的 最 佳 上 界 . 至 此 ,方程 (3. 1. 1) 的 解数 问题 已 经 基本 解 
Ut. 关于 定理 3.1. 1 中 的 常数 C, ,文献 [25: JRA H: C< 
exp exp exp 1000, 文 献 [35] 又 将 此 改进 为 ہے‎ ۸ 

由 于 至 今 没有 发 现 可 使 N(D,p) 放 1 的 非 例 外 人 情况 CD,p)， 
所 以 我 们 提出 以 下 猜想 : 

猜想 3.1.2 对 于 方程 (3.1.1) 的 例外 情况 CD,p), 必 及 
(D,p)<l. 

另外 ,根据 定理 3. 1. 1 的 证 明 过 程 还 可 以 得 到 方程 (3. 1. 1) 的 
解 的 上 界 . 由 于 从 推论 1. 5. 2 可 知 方程 (3.1.8) 的 最 小 解 (X ودلا‎ 
ZORE h(—4D)=0(mod ZO ,其 中 h( 一 4D) 是 判别 式 等 于 一 4D 


的 二 元 二 次 原型 的 类 数 ; 又 从 文献 [23] 的 定理 12.10.1 和 
12.14. 3 可 知 
h(— 4D) <2 LP ose D), (3.1.21) 
BUS 
z<? YP oe aep). (3. 1. 22) 
同时 ,从 (3. 1.9),《3. 1.16) 可 得 
n=Zt<C,Z,. (3.1.23) 


于 是 ,结合 (3. 1. 22),(3. 1.232 3E (8 
推论 3.1.1 当 p 是 奇 素数 时 ,方程 (3.1.1) 的 解 (rx,n) 都 满 
Æ 


2C; /P 


n < = log (4e?D); 
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特别 是 在 猜想 3. 1. 2 成 立 的 条 件 下 ， 


9 VP tog (4e!D) 4 CD p) 是 例外 情况 时 ， 
n< 
2 /D 


7” 


log (4e* D) ,否则 ۰ 


0-7 ٹر رر $3.2 


的 素数 . 本 节 讨 论 方程‏ ام DEGERE p 是 适合‏ لا 
D = prm EN. (3. 2. 1)‏ تو 
NC(D,p) 是 方程 (3. 2.1) 的 解 (zz) 的 个 数 .‏ لت م ھط 对 于 给 定 的‏ 
M p=2 时 ,如 果 DzÉl(nod 8) , 则 方程 (3. 2. DEREZE 1‏ 
f Ot. 此 时 方程‏ اخ 组 解 . 因此 以 下 仅 须 考虑 D=] (mod8)‏ 
的 解 (z) 都 满足 ” 盖 2, 所 以 它 对 应 于 方程‏ )2.1 .3( 
x'—D-—2" ,.-27,clHM. (3. 2. 2)‏ 
又 如 DD 是 平方 数 , 则 D= Di, Kb Di PERM. 此 时 从 (3. 2.2)‏ 
可 得 Di==2" 一 1, 而 且 该 方程 恰 有 1 Arn) — (27 1,20. 因此‏ 
以 下 不 妨 假定 D 为 非 平方 数 .‏ 
显然 , 当 方 程 (3. 2. 2) 有 和 解 (x ,n) 时 ,方程‏ 
X! — DY? = 27**,X,Y,Z € Z,gcd(X,Y)=1,Z>0‏ 
)3 .2 .3( 
HEECOCGY.Z)— ) 2,1٠١ 设 CX1,Y1,2Z1) 是 方程 (3.2.3) 的 最 小‏ 
解 .根据 推论 1.5.1 可 得‏ 
n= Zut€N, (3. 2. 4)‏ 


z+ VB _ Xi +a VD) مدن‎ VD) AE (—1,) 


(3.2.5) 

Hp u,v) Pell 方程 
u? — Dv! = 1,uv EZ (3. 2. 6) 
的 解 . 由 于 已 知 方 程 (3. 2. 6) 有 无 限 多 组 解 (x,o), 故 从 (3. 2.4)， 
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(3.2.5) 以 及 (3.1.4),(3.1.5) 可 知 方程 (3.2.2) 的 求解 要 比 
(3. 1. 2) 困 难得 多 . 

1980 年 , Beukers! 32 HE BA ل 46 ع 7 عذ قز‎ THE 
(3.2.2) 的 解 的 精确 上 界 . 他 证 明了 :方程 (3. 2.2) 的 解 (z,n) 都 
满足 


ac 433 十 OEP, (3. 2. 7) 
特别 是 当 DD 二 2%* 时 ， 
n< 14 + میا‎ (3.2. 8) 


根据 上 述 结果 ,Beukers"": ^ GEAR T : mR DD 适合 下 列 三 种 情况 之 
一 , 即 


D-—2"—3-2"'-rEi,€h,r—i (3.2. 9) 
2 81 — 17 2 

p= (2-4) بت‎ M22; (3.2.10) 

D 一 2? 十 Var E 251+1 EN ont! — 21 十 l, 

EN,r, >r +1>2; (3.2.11)‏ و7172 


则 必 有 ND, 2) >> 4 F N(D,2)<3. 同时 ,Beukers 还 借助 计 
算 机 ,对 于 D«1000 的 情况 找 出 了 方程 (3. 2. 2) 的 全 部 解 . 

当 DiGS (3. 2.9), (3.2. 100 (3. 2. AD E , KAD, 20 RH 
方程 (3. 2. 2) 的 例外 情况 ,否则 称 为 非 例 外 情况 . 当 CD,2) 是 例外 
情况 时 ,已 知 方程 (3. 2. 2) 分 别 有 解 

(2 —3,D,Q — 1,7), (2 + 1s +1), 


(3*2 — 1,2r +1), قلا‎ DEEG. 2.9) Bf, 
2۴۰+۴۱1 __ 2r 十 1 
| و كلب‎ i ur +a), 
3 3 
(xn) = 4 17 " 29٦1 _ 1 
[EET ar +s), فلا‎ 7( 1583.2. 10) 时 ， 
(2 —2 — 1,r,),(22 — 2% +4 Lr, 


(27% + 2 一 ls: +r), M D JES (3. 2. 11) 时 . 
(3.2.12) 


由 于 已 知 NOG,2)x4. LAY D 3& & (3. 2. 90 AY, (3. 2. 12228 H 
了 方程 (3. 2. 2) 的 全 部 解 .1992 年 , 乐 茂 华 52 根据 上 界 (3. 2.7) 和 
(3.2. 8) ,运用 初等 方法 解决 了 另外 两 类 例外 情况 的 求解 问题 . 他 
证 明了 : 当 DD 适合 (3.2.10) 或 (3.2.11) 时 ,NN(D,2) 志 3. 由 此 可 
知 (3. 2. 12) 对 所 有 例外 情况 给 出 了 方程 (3. 2. 2) 的 全 部 解 . 至 此 ， 
该 方程 在 例外 情况 下 的 求解 问题 已 全 部 解决 . 

1990 年 ,Beukers 对 非 例外 情况 提出 了 以 下 问题 : 

问题 3.2.1 当 (D,2) 是 方程 (3. 2.2) 的 非 例外 情况 时 ,是 否 
有 NCD,2) 委 2? 

对 此 , 乐 茂 华 呈 ;运用 初等 方法 证 明了 : 4ز 22 , 7) كلا‎ [9 
时 ,如 果 方 程 

ul? — Dy? —— 1,w,v,€Z (3. 2. 13) 
ARU) WW NOD,2) «2. 关于 方程 (3. 2.13) 无 解 的 情 
况 , 问 题 3. 2. 1 至 今 还 没有 解决 . 

当 p 是 奇 素数 时 ,如 果 D 是 平方 数 , 则 方程 (3. 2. 1) 至 多 有 1 
SAR (rn). 因此 以 下 不 妨 假定 D 为 非 平方 数 . 此 时 ,如 果 方 程 
(3. 2. DAR (rn) MATE 

X? — DY? = p*,X,Y,Z € Z,ged(X,Y) =1,Z>0 
(3. 2. 14) 
578 18# )16 YZ) = Gi 1,0). X Y ZO ÆDE. 2.10% 
最 小 解 . 根据 推论 1.5. 2 可 得 
سے وم‎ Zt,t وآ ع‎ (3. 2. 15) 


z+ VD = (X,+aY, VD tv /D),A€ (— 1,1), 
(3. 2. 16) 
其 中 (zuo) 是 方程 (3. 2.6) 的 解 . Buty, VD 是 方程 (3. 2.6) 的 
基本 解 ,又 设 ۱ 


X, +Y, VD,e= X, —Y, VD, (3.2.17)‏ داع 
pu +v VD, p=u—v VD. (3.2.18)‏ 
101° * ' 


由 于 方程 (3. 2. 6) 的 解 (x,z) 都 可 表 成 
u +v 4D =+ (uy, vi V 707(۸ € Z,kz0, 
(3. 2. 19) 
故 从 (3. 2.16), (3. 2. 172, (3. 2. 18), C3. 2. 19) 可 得 
م دع‎ /D = ép”, E€ (—1,1) (3. 2. 20) 
其 中 不 是 适合 Sk 以 及 gcd CE 0 —1 的 整数 . 通过 上 述 分 析 ， 
Beukers 号 运 用 丢 番 图 通 近 方法 证 明了 :对 于 任何 奇 素数 p, 都 有 
NGO,p)«A. 同时 ,由 于 经 过 大 量 的 计算 也 没有 发 现 可 使 方程 
(3. 2. DEA 4 组 解 的 数组 (D,p), 所 以 Beukers/^ 38. 
猜想 3. 2. 1 对 于 任何 奇 素数 p, 必 有 NC(D,p) 志 3. 
M D,p 适合 


r 2 
-ear 
p= oan D 一 pr—1 2 r,s EN,r> 1,， 
(E) ٭ٛ-‎ 


(3. 2. 21) 

时 , 数组 CD,p) 称 为 方程 (3. 2.1) 的 例外 情况 ,否则 为 非 例外 情 
ال‎ . 当 (D,p) 是 例外 情况 时 ,已 知 方程 (3. 2. DAT RIPE RE 

5 一 了 i]. EE t1, 


-$* 4 07 


pal 
1}, | 4s " 


asp" "e یڈہ‎ TEES 十 1 时 ， 


* 


(3. 2. 22) 

从 (3. 2. 21), (3. 2. 22) 57 لهذ‎ TE FE FCP 2H CD p) BY 195: NCD, p) 

Z3. 因此 猜想 3. 2. 1 是 有 关 方 程 (3. 2. 1) 解 数 的 一 个 十 分 重要 而 
又 相当 困难 的 问题 . 

1991 4E. , RHE NEZ JH Gel'fond-Baker 方法 基本 上 解决 了 猜 
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18 3.2.1. 他 证 明了 : 

定理 3.2.1 当 户 是 奇 素数 时 ,如 果 max(D,p)>C,, WHA 
N(D, p)<3. 

证 dB NCD, p)>3, Wi 2r PE C3. 2. DUA 4 Asn) 
二 1,2,3,4) 适 合 nini nin. 此 时 ,从 (3. 2.15), (3. 2. 20) 8f 


得 
n; = Zt, بے‎ € N, i = 1,2,3,4, (3. 2. 23) 
z; +6, VD = Àp, € ( 1,1), 
i= 1,2,3,4, (3. 2. 24) 


HP ن) ع‎ =1,2,3, DEE 6n b G—1,2,3, 4) EWE 0 
«hu 以 及 ged (et) =1G=1,2,3,4) RRM . 运用 初等 方法 ， 
从 (3. 2. 23), (3. 2. 24) 可 得 
loge > C,(logD)*. (3. 2. 25) 
当 (D,p) 是 例外 情况 时 ,从 (3.2.21) 可 知 ,此 时 方程 (3. 2. 14) 
的 最 小 解 (X Yi ZO We Z1==1; 并 且 运 用 初等 数论 方法 ,从 
(3. 2. 21), (3. 2. 22) , (3. 2. 24) 可 得 
n, > D^, (3. 2. 26) 
设 a, 一 e/eyaz 一 0. 从 (3. 2.17), (3. 2. 18) 可 知 الك‎ sa 分 别 满足 pa 
—2(ri+tD)a +p=0 WR aí—2u,0,2-1—0, RA 


h(a,) = logp + log = h(a) = loge. (3. 2. 27) 


因为 从 推论 1. 5. 2 可 知 1<e/e<p?, LAG. 2. 21) 可 知 p — D, d 
从 (3. 2. 25), (3. 2. 27) 可 得 
h(a) > ClogD, A(a)-C,ogDY. (3.2.28) 
& A—nloga; — 2k .ودج مل‎ 根据 (1. 8. 12), 从 (3. 2. 28) 可 知 
logl 4| >— C,;dogD)'loga,. (3. 2. 29) 
另 一 方面 ,从 (3. 2. 24) 可 得 


|A] —log 23 VD. _ 2 YD s 1 el 


a 一 


5 /D zx. Sf 2 十 1 
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ML < po (3. 2. 30) 
从 (3. 2. 30) 立 得 
log|A| <log4 VD 一 5 logp- (3. 2. 31) 
结合 (3. 2. 29) 和 (3. 2. 31) 可 以 算出 
n, < C,ClogD)* (log log DY. (3. 2. 32) 


于 是 ,从 (3. 2. 26), (3. 2.32) 可 得 D<C,. 由 此 可 知 : 当 max (D, 
p)=D>C, t, VE NCD, p)<3. 

当 (D,p) 为 非 例 外 情况 时 ,首先 运用 初等 方法 可 知 pp 
VD ,又 从 实数 的 渐 近 分 数 的 基本 性 质 可 知 (3. 2. 24) 中 的 t,t 满 
足 
1 
4 
同时 ,从 (3. 2. 17), (3. 2. n] Af 

hla) >> logp^ + loge’ ,h(a,) = logp. (3. 2. 34) 

it A=z,loga, —2k,logp. TR 3S (1.8. 12), A C3. 2. 24), (3. 2. 33), 
(3. 2. 34) 可 得 


t +t, > —D*“logp. (3. 2. 33) 


log|A| >— C,Clogp)’logz,. (3. 2. 35) 
同时 ,从 (3. 2. 24) BY A 
‘log|A| > log4 VD — 5 ogP^. (3. 2. 36) 
结合 (3. 2.35), (3. 2. 36) 可 得 
t, < Cy (doge) (log log p)?. (3. 2. 37) 


可 以 算出 D<C,.‏ )37 .2 .3( ,)33 .2 .3( ,)25 .2 .3( از للا tt‏ ولا و 
HAE PU HE LET aA N‏ (م D5C, E(D,‏ ع )2 因此 当 max (D,‏ 
(D, p)<3. 定理 证 完 .‏ 
关于 定理 3. 2. 1 中 的 常数 C,, 文 献 [29] 具 体 算 出‏ 
C, onm 是 例外 情况 时 ，‏ 
,否则 .‏ ^107 


此 后 ,文献 L[30],[37] 又 分 别 改 进 为 
C " 34 CD, p) 是 例外 情况 时 ， 
' ov, 否则 ; 
以 及 
3478, 34 (D,3) 是 例外 情况 时 ， 
C, « t -10°, 3 م) ررض‎ > 3) 是 例外 情况 时 ， 
105, 否则 . 

同时 ,根据 定理 3.2.1 的 证 明 过 程 还 可 以 直接 得 出 方程 
(3. 2. 1) 的 解 的 上 界 : 

推论 3.3.1 当 p 是 奇 素数 时 ,方程 (3. 2.1) 的 解 (z,n) 都 满 
足 nC, VD (logD)*. 

Bb, I 0ظط ار‎ "1 还 运用 Gel'fond-Baker 方法 证 明了 : 当 p 
>D>2°H ,N(D,p)<2. 由 于 此 时 (D,p) 显 然 是 方程 (3. 2. 
非 例外 情况 ,所 以 根据 上 述 结果 我 们 有 以 下 猜想: 

”猜想 3.2.2 م كد‎ 是 奇 素数 时 ,如 果 (D,p) 是 方程 (3.2.1) 的 
非 例 外 情况 , 则 必 有 NN(D,p) 志 2. 


$3.3: 方程 z: 土 D 一 4p 


设 刀 是 正 奇 数 , 户 是 适合 م١‎ 1 的 奇 素数 . 此 时 ,方程 
z’4+D=4p",znEN (3.3. D 
和 
æ — D=A4p",z,nEN . (3.3.2) 
分 别 是 (3.1. 1) 和 (3. 2. 1) 的 推广 ,它们 可 用 前 两 节 提 到 的 方法 进 
行 讨 论 . | 
首先 考虑 方程 (3. 3. D. 对 于 给 定 的 D,p, 设 NC(D,p) 是 方程 
G. 3. 1) 的 解 (z,n) 的 个 数 . 由 于 当 该 方程 有 解 (z,n) 时 ,方程 
X? + DY? = Ag, X,Y,Z € Z,gcd(X,Y) = 1,Z>0 
(3. 3. 3) 
gBEAUBSRSCOGY;Z2-—G,.1,0.BrEDRAESIRE 1.5.3 可 得 
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n=ZttEN,3{t, (3. 3. 4) 


s+ بد لحار‎ XE AY, VZD) aA € (C71), 

(3. 3. 5) 
其 中 (Xi, 了 Yi,21) 是 方程 (3. 3. 3) 的 最 小 解 . 从 (3. 3.4), (3. 3. 5) 
可 知 :方程 (3. 3.1) 有 和 解 (x,n) 的 充 要 条 件 是 方程 (3. 3. 3) 有 和 解 (X， 
Y,Z) ,而 且 它 的 最 小 解 (X, ,7 ZOW E Y ع‎ 1. 当 此 条 件 成 立时 ， 
方程 (3. 3. 178 [Gr 02 =(X,,Z,). 如 果 方 程 (3. 3.1) 有 适合 Cz， 
7n) 关 (Xi1,21) 的 解 (z,n), 则 必 有 大 于 1 的 正 整 数 上 可 使 (3. 3. 4) 以 
及 


z+ مق‎ =A, Xita تچ‎ Aa € (— 1,1) 
(3.,3. 6) 
成 立 . 
根据 上 述 分 析 ,Skinner" 解 闫 了 当 مر‎ p 适合 
D=4p’—1,r EN (3. 3. 7) 
时 方程 (3.3.1) 的 求解 问题 . 由 于 此 时 方程 (3.3.3) 的 最 小 解 
(Xi yi2) 一 (1,1,r), 所 以 Skinner 运用 初等 方法 证 明了 224 D, 
م‎ 186 (3. 3.7) 时 ,方程 (3. 3. 1) 的 全 部 解 是 
(1,1),(5,2),(31,5)， 当 (D,z) = (11,3) 时 ， 
(z,n) = قلا 207ء88‎ (D, p) = (19,5) Hj, 
(1,7), (2p — 1,20, 其 它 情况 . 
(3. 3. 8) 
如 果 将 (3. 3.7) 中 的 万 看 作 是 未 知 数 , 则 从 (3. 3.1), (3. 3. 7) 
可 得 方程 
تر‎ = 4p" — Ap! + 1l,z nor EN. (3. 3. 9) 
显然 ,对 于 任何 奇 素数 رہ 3)0 کر , م‎ T0 18# ) عد‎ MOLIS (۰ 
(2p'—1,2k.k) SEP k EERBEEK. 这 些 解 称 为 方程 (3. 3. 9) 
的 平凡 解 . 从 (3. 3. 8) 可 知 :该 方程 仅 当 p==3 和 5 时, 分别 有 非 平 
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JURE (x nor) — (31,5, 1) Al Ge 2,72 = (5595751). 

另外 ,组 合 数学 中 关于 可 道 Abel 差 集 的 某 些 关键 问题 都 与 形 

如 (3. 3. 9) 的 方程 | 

z? بج‎ pin — 2212j +1,r nr EN, 

n>r> 0ج216 ع مرگ‎ (3. 3. 10) 
以 及 

r? سے‎ gi gm — g^ ipn + l,zynyr€ N, 

r>naEeEZato (3. 3. 11) 
有 关 ( 参 见 文献 [24],[50],[52]). 对 此 ,Mat*1 曾 经 提出 了 以 下 两 
个 猜想 : 

猜想 3.3.1 对 于 任何 奇 素数 p ,方程 (3. 3. 10) 均 无 解 (z,a， 
nor). 

猜想 3. 3. 2 方程 (3.3.11) 仅 当 دم‎ 5 时 有 解 (x,a,n,r) 二 
(49,3,1,2). 

1996 年 , 乐 茂 华 和 向 青 "5 运 用 初等 数论 方法 完整 地 证 实 了 猜 
想 3. 3. 1. 此 后 , 郭 永 东 5 运 用 类 似 的 方法 ,将 上 述 结果 推广 到 了 
م‎ 为 一 般 正 奇数 的 情况 . 此 外 ,猜想 3. 3. 2 仍 是 一 个 尚未 解决 的 
问题 . 

Xt FAY D, p, REE ie FRE GE PB JT 7r RI Gel 
fond-Baker 方法 证 明了 : 

定理 3.3.1 4 DzA4p —1GC€ NOBIA NOD p) ۹ 
别 是 当 max CD, 2)2-C4 F, NCD, po x1. 

证 in ND, 257 2, Jul Ja DHE DH 57 Me 
(3. 3. DIS BC ME OX Yo ZOWUE Yi 1i HZrf8G.3. DMF 2 
组 解 (zx;,n;) (i 二 1,2) 可 表 成 

n; = Zitti € Nt>1,31t,i — 1,2, (3. 3. 12) 


x, 十 YD X, +A, /— “ام‎ 
2 2. , 
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)13 .3 .3( .1,2 = )1,1 —( € وھ 
ERTA C3. 3. 122 5[ <r. 如 果 2 | Gs‏ وم > رم 不 妨 假 定‏ 
ے x;‏ ل )"2 Dy 以 及‏ عد ريو — 29/7 .48 [8 122 .3 .3( ,10 .3 DUA C3.‏ ,)2 
FL D,,D, 是 适合 D,D,=D 的 正 奇数 . 由 此 可 得‏ رط 
IDs Xi d D= 4ph < 4p = 4p"?‏ 
D -Dzl-D. (3. 3. 14)‏ = 
D‏ 0ب D HA GE RIL, E‏ 1 ,2( = روص Di‏ وری) 24( )14 .3 .3( 因为‏ 
R2‏ لا (2 1 ح 6) ,غ2 21 可 表 成 (3. 3.7) 之 形 , 所 以 在 题 设 条 件 下 必 有‏ 
IZ.‏ 
根据 文献 L5],[18] 中 的 结果 可 知 : (3. 3.13) 中 的 加 天 5 或 7.‏ 
to BA 5211. 同时 ,运用 初等 数论 方法 ,从 (3. 3.13) RT‏ إ3 因为‏ 
得‏ 
ph, (3. 3. 15)‏ سے ty — h‏ 
另外 , ROS 211, AR MRL 73 SPR KERR RUT 8 ٤‏ 
结果 ,从 (3. 3. 1), (3. 3. 12) 8] 48.‏ 


32 十 121, > tz — t. 0 (3. 3. 16) 
结合 (3. 3. 15) ,(3. 3. 10 WB 
32 十 122, > ھ8٣٤۶‎ (3.3.17) 


因为 p2>3 8 211 , FFU (3.3.17) Ra REMI. 由 此 可 知 N 
(D, p) <2. 

此 外 , 当 max(D, رم‎ >C, 时 ,运用 定理 3.1.1 的 证 明 方法 可 
知 此 时 (3. 3. 6) 在 رح‎ 时 不 成 立 . 由 此 立 得 NOD, po x. 定理 
证 完 . 

关于 定理 3.3. 1 中 的 常数 C, ,文献 [33] 具 体 算出 ©, <exp 
exp exp 105. 由 于 至 今 还 没有 发 现 不 能 表 成 (3. 3.7) 的 D. p 可 使 
N(D, p)>1, BELLI HR RE E 3.3. 1 有 以 下 猜想 ， 

3818 3. 3. 3 3 Dz4p — 1€ NDBE E NCD, p<. 

以 下 讨论 方程 (3. 3.2). 对 于 给 定 的 D,p, 设 N'(D,p) 是 方 
f& (3. 3.2) 的 解 (z,n) 的 个 数 . 
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首先 考虑 一 类 特殊 情况 . Ra=p HP r EER: XRF, 
是 g 元 有 限 域 ۔(مو 7۶ہ‎ CHF, 上 的 某 些 编码 问题 都 与 方程 
x? سے‎ Aq" ل و4 ال‎ 1,x,n€ N (3. 3. 18) 
4X. 对 此 ,Bremner ,Calderbank ,Hanlon 和 Wolfskill jE BH J : 
4 g=3 时 ,该 方程 惟有 3 ARE Gn 0 — 6. (022 f OL 32. 
1982 4 ,Calderbank"  xj-T ومع‎ q 提出 了 以 下 猜想 : 
3818 3.3. 4 当 g 关 3 时 ,方程 (3. 3. 18 BUB TE (on) = (2g 十 
1,2). 
1986 4E , Tzanakis 和 WolfskillU?!iz H & 38 Pel 3i 35 77 EA بل‎ 
了 方程 (3. 3. 18) 解 数 的 上 界 . 次 年 ,他 们 在 文献 [74j 中 完整 地 证 
实 了 猜想 3.3.4. 两 年 后 , 乐 茂 华 *1 运 用 同样 的 方法 讨论 了 更 一 
般 的 方程 
T=4g9 + 4g? +1,2,.m,n EN on >m>1, 
gcd(m,n) = 1. (3. 3. 19) 
HERT Rt ۳ ۴۸۷ RAY 2713# 9, 方 程 (3. 3. 19) 均 无 解 (z,m， 
n). 综合 上 述 结果 可 知 : 当 D. p 适合 
D= مه‎ +1,rEN (3. 3. 20) 
时 ,如 果 (D,p) 关 (13,3), 则 方程 (3. 3. 2) 恰 有 1 AIR Cron) = (2l 
+1,2r). 
1992 年 , 乐 茂 华 C0 运 用 Gel'fond-Baker 方法 ,对 一 般 的 D,p 
给 出 了 方程 (3. 3. 2) 解 数 的 上 界 . 已 知 对 于 以 下 两 类 特殊 的 D, 
p Bl. 


D= [e 3 مرا ے عرو سے ص43۳‎ <1 
۱ (3. 3. 21) 
以 及 
D =p” + p: — ۰ا کرو‎ — 2p — 2p: + 1, 
rome EN >r, (3. 3. 22) 
Jr f& (3. 3. 2) 分 别 有 解 
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7:3* —1 
2 


4 DD,p 适合 (3. 3.21) 时 ， 
(ph — p — 1,r;), Cp — prt br, 
(ph + p? — lsri +r), 

D,p GAC. 3. 22) 时 .‏ كلا 


ar _ 2r 
[aj [S 3. , 


4r ل‎ [ , 


(z,n) = 


(3. 3. 23) 
从 (3. 3.23) 可 知 :存在 无 限 多 组 LD,p) 可 使 N'(D,p) 之 3. 同时 ， 
文献 [34] 运 用 定理 3. 2. 1 的 证 明 方法 证 明了 : 
; 5,34 زرط‎ i$ (3. 3. 22) 时 ， 
NO PS سا‎ (3. 3. 24) 
特别 是 当 max (D, رم‎ >C,, HH C10) 8, 
; 4,34 D, p 适合 (3. 3.21) 或 (3. 3. 22) 时 ， 
N'(D,p) >> [amr 
(3. 3. 25) 
HFESRRA RHE N'(D,p)>3 的 D,p, 所 以 我 们 对 入 ' 
(D,p) 的 上 界 有 以 下 猜想 ，: 
猜想 3. 3. 5 对 于 任何 的 D,p, 必 有 N'(D,p) 志 3; 特 别 是 当 
D,p 不 满足 (3. 3. 21) 或 (3. 3. 22) BR , N' CD, pO 2. 


$3.4 FE Dz? ED—0p",0€ (1,2,4) 


B D D: ERDER, p 是 适合 ام‎ DD: 的 素数 . 本 节 
讨论 方程 
Diz? + D, = 6p",r,nEN (3.4.1) 
以 及 
Diz: 一 站 一 pz EN, (3. 4. 2) 
RH AE {1,2,4}. 显然 ,本 章 前 三 节 所 讨论 的 方程 分 别 是 这 两 类 
方程 在 Di==1 且 6=1 或 4 时 的 特例 . 
فلا‎ 0—1 时 ,方程 (3.4. 1) 可 写成 


* 110* 


Diz + D, = »5,r,necN. (3. 4. 3) 
从 文献 [6],[26],547] 中 的 结果 可 知 : 当 D, 1 时 ,如 果 (D,p)= 
(7,2),(2,3) 或 (6,7), 则 
(1,3),(3,6)， «D, p) = (7,2) 时 ， 
(z,n) -fanans فلا‎ (D, p) = (2,3) 时 ， 
(1,1), (400,4), 34(D, p) = (6,7) 时 ， 
(3. 4.4) 
分 别 是 方程 (3.4. 3 的 全 部 解 ; 否则 该 方程 至 多 有 1 组 解 (z,z). 
因此 ,根据 8$ 3. 1 节 中 的 结果 ,方程 (3.4.3) 在 min(D,,D:) 王 1 时 
的 解数 问题 已 经 基本 解决 . 

34 min Di, D) 7-1 时 ,不 妨 假定 Di 是 无 平方 因子 正 整数 . 
对 于 给 定 的 Di Dropit NOD, وط,‎ p) FEF FAG. 4. SD BA E Cr رس‎ 
的 个 数 . 如 果 Di,D;,p 满足 

p=2,Ds = X — (— 1)”, 
D,—3-*2' + وق رر )ع‎ ni,r,s EN (3. 4. 5) 
或 者 
pH 2,4D,s = p—(— pe-», 
4D, = 3P + (— 1)" - 0/8 یس‎ EN, (3. 4. 6) 
则 称 数 组 (D, ,DD,,p) 是 方程 (3. 4. 3) 的 例外 情况 ,否则 为 非 例外 情 
B. 当 (D,,D:,z) 是 例外 情况 时 ,方程 (3.4. DAR 
Gr + 22, (27+1 十 (一 1)2D/2)s,3r 十 2)， 
当 D,,D,, p 满足 (3. 4.5) 时 ， 
G.r),(C2p + (— 1) 7925,37), 
ولا‎ D, رض‎ p MEG. 4. 6) 时 . 
(3. 4. 7) 
M (3: 4.7) AY AL FEFE TCR & 28 OD Dp) BY ت5‎ NCD Dr 20 
2. 


Czn) = 


对 于 一 般 的 D, Dz, ps Bender 和 Herzberg" jz FA RARE 
法 和 Gel fond-Baker 方法 证 明了 : 4 户 是 奇 素数 时 ,如 果 (D,,D,) 
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x: (2,5 —2)5k (6, p —6), تلك جر‎ r 是正 整数 , 则 必 有 NN (Di,D;,p) 
«2, 特别 是 当 م‎ << 0 CDD it, ND Dp) > 1۰ 此 后 , 乐 茂 
0د ظ7‎ CH 4 ERE N (D1,D,,p) 的 上 界 给 出 了 比较 完整 的 结果 . 
这 些 结果 可 表述 为 : 

定理 3.4.1 4 min CD, DD 1 HRT N(, 5,2) “>3 以 
Sh, DA NG; D p) «2; FF Hi گل‎ max (D, D) >C: AOD, D; 
2) 为 非 例 外 情况 时 ,NCD, Das p) 1. 

证 .由 于 本 定理 对 عدم‎ 2 以 及 دعوم‎ 这 两 类 情况 的 证 明 过 程 
基本 上 是 相同 的 ,所 以 这 里 仅 给 出 p2 时 的 情况 . 

当 p 是 奇 素 数 时 ,如 果 方 程 (3. 4. DERG WHE 

D,X? + D,Y! = £!,X,Y,Z € Z,gcd(X,Y) — 1,2 <0 

(3.4.8) 

显然 有 解 (X,Y,Z)=(z,1,z). 因此 ,根据 推论 1.5.2 可 知 :方程 
(3. 4. 3) 有 解 (z,n) 的 充 要 条 件 是 方程 (3.4.8) 有 和 解 (X,Y 了 ,2Z), 而 
且 它 的 最 小 解 (X;,Y;,2,) 满 足 了 二 1. 当 此 条 件 成 立时 ,方程 
(3.4.3) 有 和 解 (z,n) ع‎ (XZD. 如 果 该 方程 有 适合 (xz,n) 关 (Xi， 
21) 的 解 (zx,n) , 则 必 有 大 于 1 的 奇数 上 可 使 


n=Zt,£ ND, + V-D — A( x, Jd, +a سل‎ nj 


ÀA © (— 1,1}. (3. 4. 9) 
设 
e= X, VD, + V- D, = X, VD, — V — Ds. 
(3. 4. 10) 
从 (3. 4. 9) 可 得 
e —£|.1. (3.4.11) 
E— E 
于 是 ,根据 定理 1.8.1. JA (3. 4. 11) 可 得 
t <C, (3. 4. 12) 


从 以 上 分 析 可 知 SE NOD, D p> WE EAS 1<1 <2, 的 
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TEAR th ot, 可 使 
gi — e 
e—e 


=1, :=1,2, 


并 且 从 (3.4. 12) 可 得 
l1«t-x«t,«C, 
从 (3.4.10) 可 知 ,存在 实数 9 适合 
دع‎ phe! ^Y,g سے‎ Spre? ^1, 
因为 DiXi- Di p^ , 故 从 (3. 4.10), C3. 4. 15) n] f 


0 一 sing = 4 > 1 
根据 (3. 4. 16) 可 以 假定 0 满足 
T 
0o<0< F 
同样 ,从 (3.4. 13), (3. 4. 150 8 . 


sin 26] 
sing 


从 (3. 4. 18) 可 推出 
t > 


pareve, i= 1,2. 


- 


2arc sin y D,/ p^^ 


(3. 


(3. 


(3. 


. 4. 


. 4. 


. 4. 


. 4. 


4. 


4. 


4. 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


于 是 ,运用 初等 方法 排除 了 几 个 较 小 的 情况 (Di,D;,p) 之 后 ,从 
(3. 4. 14) 和 (3. 4. 19) 可 得 出 矛盾 . 由 此 可 知 NOGD,.D,, >> 
另外 , 当 (Di,D:,z) 为 非 例 外 情况 时 ,从 (3.4.11) 可 得 £7. 
于 是 运用 定理 3.1.1 的 证 明 方 法 , 从 (3.4.10), (3.4.11)， 
(3. 4. 12) 可 得 max (D, ,D;) Cs. 因此 当 max(D,,D,)>C, 时 , 必 


A NOAS,D,,pzl 定理 证 完 . 


根据 定理 3.4. 1 可 知 ; 当 (CDi,D;,p) 是 例外 情况 时 , (3. 4.7) 
给 出 了 方程 (3. 4. 3) 的 全 部 解 . 同时 ,对 于 非 例外 情况 ,我 们 有 以 


下 猜想 : 


猜想 3.4.1 当 CD, Dr, 01م‎ 4. 3) 的 非 例 外 情况 时 ， 


必 有 NCD, „D: PX. 
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当 رط مر‎ 是 互 素 的 正 奇数 ,p 是 适合 pt DD: لق‎ 275 24 0— 
2,4 时 ,方程 (3. 4. 1) 分 别 可 写成 
D,z? + D,=2p",r,nEN (3. 4. 20) 
以 及 
Dix! + D, = Ap^,x,n EN. (3. 4. 21) 
对 此 , Fis لصا‎ U03z ور‎ ge RB 3. 4. 1 相同 的 证 明 方法 证 明了 : 当 
min (D; , D;) < 1 Hj, 7r £6 (3. 4. 20081 (3. 4. 20 BEA 2 组 解 
Cron). 同时 ,运用 该 方法 还 可 以 进一步 得 到 以 下 结果 : 当 D,D, 
کلام‎ 
2D, = #— (— pov, 
2D,— 3p + (— DPA r,s EN (3. 4. 22) 
Bj. D7 2 (3. 4.20) 48 8 2 28 8 Can) = Gr A COPS + (— 
1)9 */5s, 3r); 24 (3. 4. 22) RRX H. max(D,,D,)>C, 时 ,该 方 
程 至 多 有 1 AR ron). 根据 上 述 结 果 , 我 们 对 这 两 个 方程 有 下 列 
猜想 : 
3# 18 3.4.2 4 min(D,,D,)>1H م روط بط‎ 不 满足 
(3. 4. 22) 时 ,方程 (3. 4. 200 BAA 1 AR Cn 0. 
猜想 3. 4.3 4 min(D,, DO 185,7; (3.4.20 84 1 
28 f ) م‎ ٠ 
另外 ,运用 定理 3. 2. 1 的 证 明 方法 ,可 以 得 到 方程 (3.4.2) 的 
解数 和 解 的 上 界 . 但 是 目前 尚未 见 到 有 关 这 方面 的 一 般 性 结果 . 
对 此 我 们 有 以 下 猜想 : 
猜想 3. 4.4 方程 (3. 4. 2) 至 多 有 4 组 解 (z,n). 


8 3.5 方程 ترط‎ D,—R 


E Di,D: 是 互 素 的 正 整数 ,是 适合 k>1 以 及 ged &,D,D,) 
=1 的 正 整 数 ,w(4) 是 & 的 不 同 素 因数 的 个 数 . 本 节 讨 论 的 方程 
Dz? + D, = k'y zrn EN (3.5.1) 
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以 及 ۱ 
Dizz 一 也 一 所 TEN (3. 5.2) 
分 别 是 方程 (3.1.1) 和 (3. 2. 1) 的 另 一 类 型 的 推广 . 
对 于 给 定 的 Di Dk WE NOD, D; FET f£ (3.5. 1) 83 f 
(zz) 的 个 数 . 当 方 程 (3.5.1) 有 解 (z,2) 时 ,方程 
D,X? + D,Y? = &F,X,Y,Z € Z,gced(X,Y) سے‎ 1,2 < 0 
(3. 5. 3) 
SEUCHAEOX Y 20 — Ge, 1,70. 根据 引 理 1.5. 1 和 1. 5. 2 可 知 : 当 
21 4 时, 如果 方程 (3. 5. 3) 有 解 , 则 它 的 所 有 解 可 分 成 若干 类 ,其 类 
数 不 超 过 2707. 当 方 程 (3. 5. 28 8EOXGY 22 — (zx,1,n) 属 于 它 
的 某 个 解 类 5 时 , 必 有 


n سے‎ Zit, t€ N, (3.5.4) 
zN D, +V D, =A(X, VD, NAY N — D,Y, 
AA, © (— 1,1}, (3.5.5) 


HPX Y ZORRA S 的 最 小 解 .比较 (3. 1.9), (3.1.10), 
(3.4.9),(3. 5.4),(3.5.5) 可 知 : 当 21 时 ,可 以 运用 定理 3. 1.1 
和 3.4.1 的 证 明 方法 ,在 方程 (3.5.3) 的 每 个 解 类 中 讨论 方程 
(3.5.1) 的 解数 . 

对 于 非 负 整数 ms FLIL. 分 别 是 第 m 个 Fibonacci 数 和 
Lucas 数 . 如 果 21 & HLDi,D,,k 适合 


4D,s = كر‎ — (— 1)“-P?, 4D, = 3k + (— VP? rs EN 


(3. 5. 6) 
或 
Sry — Fa 
D 2 — 1 4 7 6-2 
i$ 一 rad = 3 k = Lr,s € N, 
qE” t Fan, 0-3 
(3. 5. 7) 


则 称 数组 CD ,D;,#) 是 方程 (3. 5. 1) 的 例外 情况 ,否则 为 非 例 外 情 
115+ 


年 , Bender 和 Herzberg" 证 明了 : 当 21 & H Di Dis W‏ 1979 . ال 
ERER IERT, ND D, kb) >> 22*40 . 1995 EER SE REO‏ 
进一步 证 明了 : 当 21] k H max(D,,D,)>C, 时 ，‏ 
是 例外 情况 时 ，‏ رط رط رص كد ，1 + NCD, Dosh) a‏ 
t, 否则 ;‏ 
)8 .5 .3( 


而 且 方 程 (3. 5. 1) 的 解 (z,n) 都 满足 
< 2 V DiDslog| وج‎ VD p, ]- (3. 5. 9) 


显然 ,上 述 结果 中 给 出 的 解数 上 界 都 是 与 上 有 关 的 . 因为 至 
今 还 没有 发 现 可 使 方程 (3. 5. 1) 有 很 多 解 的 Di, Dk MARTE 
以 下 猜想 : 

猜想 3.5.1 对 于 任何 的 Di, Dask VE NOD,,D4,;EO«C,. 

由 于 目前 已 知 的 结果 与 上 述 猜 想 相差 其 远 ,特别 是 对 是 偶 
复合 数 的 情况 几乎 一 无 所 知 ,因此 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 . 最 
近 , 郭 永 东 和 乐 茂 华 5 思 运用 初等 方法 解决 了 它 的 一 个 特殊 情况 . 
他 们 证 明了 24 D, ÆR, NA, Dsk) <8. 

对 于 给 定 的 Di,D,,k, 设 الا‎ CD,D:,) 是 方程 (3.5.2) 的 解 
(zon) زم‎ 1-6 . 此 时 ,根据 引 理 1.5.1 和 1.5. 2, 运用 定理 3.2.1 
的 证 明 方 法 可 以 得 出 解数 NW CDD, 4085 EE. 例如 , 陈 锡 庚 和 
乐 茂 华 5 运用 Gel'fond-Baker 方法 证 明了 ; 当 21 k ۳-۳۰۱. 75 NT 
(1, D; k) K3 ٠ 27?^7 E 1, He E24 max CD; ,£) >10° Ht, N' C, 
کم وط‎ ١ 2"?^'. 利用 同样 的 方法 ,不 难 将 上 述 结果 推广 到 21 k 
H. min(D,,D,)>1 的 情况 . 对 于 方程 (3. 5.2) 的 解数 ,我 们 有 类 
似 的 猜想 ， 

猜想 3. 5. 2 对 于 任何 的 رط‎ Drok, VE ۷ رہ ک>(ط, وط, ب©)‎ 

关于 上 述 猜 想 , Mignotte[s 曾 经 提出 过 D, — 1 时 的 问题 . 
1996 年 , 乐 茂 华 “11 运 用 初等 方法 解决 了 它 的 一 个 特殊 情况 . 他 证 
8] [345 D, 是 素数 时 ,N' A, D, xa. 
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$3.6 FrH2tD"=p" 


设 也 为 非 完全 方 短 的 正 整 数 ,p 是 适合 ام‎ DIRE. AP 
讨论 方程 
ri!c-BD"-—px,mmncN (3.6.1) 
和 
r — D” = p",zımmn EN. (3. 6. 2) 
虽然 这 两 个 方程 分 别 比 方程 (3.1.1) 和 (3.2.1) 多 了 一 个 未 知 数 ， 
但 它们 仍 可 用 § 3. 1 节 和 8 3. 2 节 中 的 方法 来 处 理 . 
关于 方程 (3. 6.1), Tanahashi?! , ToyoizumiU*? , jj p ftl E 
BE SSR S AGE ب( جا ئک رو ور‎ IR DREAD, 
p 讨论 了 它 的 可 解 性 和 解数 问题 FR D, p, RRO? 
运用 Gel'fond-Baker 方法 证 明了 : 
定理 3.6.1 当 p==2 且 D>C 时 ,方程 (3.6.1) 至 多 有 1 组 
解 (Tm,n) 适 合 m>1; 4 p#2 H max(Di p) C, 时 ,该 方程 至 多 
有 2 组 解 (z,m,n), 而 且 当 (zm يو‎ ( = C21 mi 9) AM Graz mi n;24) 
别 是 这 两 组 解 时 , 必 有 ور‎ Fm, (mod 2). 
证 首先 考虑 p—2 时 的 情况 . Rom EAE. 6. 1) 适 
€ m>1 8088 . 由 于 此 时 x 二 2, 所 以 方程 (3. 6. 1) 可 写成 
æ + D" = rt remon EN. (3.6. 3) 
8 21 D, 故 必 有 21m. 另外 ,假如 2|n, 则 从 (3.6.3) 可 得 277 
+2=D7 以 及 2 一 x 二 D7? ,其 中 Di,D; 是 适合 ع يط‎ WIE 
奇数 . 由 此 可 得 
DY 十 D; = gm, (3. 6. 4) 
由 于 21m, 所 以 (3.6.4) 不 可 能 成 立 , 故 必 有 21n. 于 是 ,从 
(3. 6. 3) 可 知 此 时 方程 
X! + DY? = 27?,X,Y,Z, € Z,gcd(X,Y)=1,Z>0 
(3. 6. 5) 
有 人 解 (X,Y,Z) 一 (x,D”-?4,n). 因此 ,根据 推论 1.5.1 可 得 


* 1177 


n عرعرت سے‎ € N,21lt. (3. 6. 6) 


r 十 7060-2 ل‎ D En X, 十 AY, حي‎ D t 
2 1 7 3 *, 
و۸۰۸‎ © {- 1,1}, (3.6.7) 

其 中 (Xi 26 ,Z1) 是 方程 (3. 6. 5) 的 最 小 解 . 

从 上 述 分 析 可 知 :如 果 方 程 (3. 6.3) 有 2 组 适合 m 1 的 解 
(zm，,n), 则 存在 大 于 1 的 奇数 上 可 使 (3.6.6) 和 (3. 6.7) 成 立 . 
设 

OX, EY ع حي‎ x, 2 ”-8 همي‎ 
从 (3.6.7),(3. 6.8) 可 得 


2 
— E 


Deo-D2 =Y, 3 (3. 6. 9) 
&€ —€ 
运用 初等 数论 方法 ,从 (3. 6. 9) 可 得 
6-4-1 (3. 6. 10) 
E— E 


因为 (3. 6.10) 在 := 一 3 或 5 时 不 成 立 , 故 有 :之 7. 同时 ,根据 定理 
1. 8. 1 及 其 证 明 方 法 ,从 (3. 6. 10) 可 得 
7 xit «C, (3. 6. 11) 
MM (3. 6.10), (3.6.11) ۲ 70 D<C,. 因此 , 当 D>C 时 ,方程 
(3.6. DELE 1 WR m,n EA m1. 同 理 可 证 p 关 2 时 的 
情况 . 定理 证 完 . 
从 上 述 定理 可 以 直接 推 得 : 
推论 3.6.1 当 p=3(mod 4) 且 max CD, p) C, 时 ,方程 
(3. 6. 1) 至 多 有 1 组 解 (z,m 0). 
1994 年 , 曹 珍 富 09 讨 论 了 比 (3. 6. 11 315 ee 
Diz? --2"D,.— P, rmnEN, (3.6.12) 
这 里 D, D, 是 互 素 的 正 奇数 ,p 是 适合 ام‎ DD: HARM. 他 证 
明了 :对 于 给 定 的 روط و رط‎ p.m, 4 D,D,#3(mod 89 H m23 时 , 方 
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程 (3. 6. 12) 至 多 有 2 组 解 (x,n). 然而 ,根据 文献 L44] 可 知 上 述 结 
果 是 已 知 的 ,而 且 其 中 的 限制 条 件 均 可 略 去 . 对 此 , 乐 茂 华中 运 
用 Gel'fond-Baker 方法 给 出 了 比较 一 般 的 结果 . 他 证 明了 :对 于 
给 定 的 Di وط‎ WR O€ {0.1} FRG. 6. 12) 至 多 有 2 组 解 (z， 
m,n)iá f m-ó(mod 2) ;特别 是 当 max (Di, Dz, p) — C, 时 ,除了 
一 类 已 知 的 例外 情况 以 外 ,该 方程 至 多 有 1 WR mon) جے‎ m 
=06(mod 2). 

同样 ,运用 定理 3. 2. 1 的 证 明 方法 ,可 以 得 到 方程 (3.6. 2) 的 
解数 的 上 界 , 不 过 目前 尚未 见 到 这 方面 的 具体 结果 . 另外 ,由 于 方 
程 (3.6.1) 和 (3. 6.2) 分 别 是 方程 (5.2.1) 和 (5.2.9) 的 特例 ,所 以 
根据 文献 [10j,[11j,L21j 中 的 结果 可 以 直接 推出 这 两 个 方程 的 解 
的 上 界 ( 参 见 § 5.2 ٠ 


5 3.7 方程 f(z) 二 kpr pee pz 


设 fA(X) 二 aoX" 十 aX” H ean EZX BQ .ا‎ 7۸ [208 m 
(m 之 1) 次 多 项 式 ,k 是 正 整 数 ,pi ,ps，… ,ps 是 适合 bipes 
.م‎ 的 素数 ;又 设 دو‎ ,qs DHE مه‎ 和 的 最 大 素 因 数 ,p 一 max(p,， 
qq. 显然 ,本 章 前 六 节 所 讨论 的 方程 都 是 方程 

f) = kpi prepre ع‎ Nim دوہ و وو‎ © Z, 
ni جے‎ Osn È 0,-,n, جے‎ 0 (3. 7. 1) 
的 特例 . 运用 定理 2. 1. 1 的 证 明 方 法 可 得 : 

定理 3.7.1 方程 (3.7.1) 仅 有 有 限 多 组 解 (x nom sn), 
而 且 这 些 解 都 满足 max Geom nese on.) C On | ئ۵‎ p) HP 
4/ 是 A(X) 的 判别 式 . 

证 由 于 ag کر‎ 73 = aX)" سد‎ (Cag X077 tag an BI 
以 不 妨 假 定 ao=1. AE 719 5 ت7‎ 2-1. 设 z=a 是 代数 方程 
(1.1. DWR. 此 时 天 =Q(o 是 次 代数 数 域 . 设 Ax Ox ,hx 分 
别 是 天 的 判别 式 、 代 数 整数 环 和 类 数 ;又 设 cc,…'ov dé K SIC 
的 m SRA, بے به‎ la) )) =1,2,°+,m) HAM E =a 从 
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(3.7. 1) 可 得 

(r-- a) عو‎ — a) (£ — an) = ارم‎ prp” (3.7.2) 
W 已 ,P:,…，, 已 ,是 Ox 中 关于 相伴 素数 رض‎ pore Ps 的 所 有 不 同 
的 素 理想 数 . 从 (1. 3.15) 可 知 上 适合 


t S ms. (3.7.3) 
i n=max(n, 3715 ,*** ny). 从 (3. 7. 2) 可 得 
[z — a] = P Pore po, (3. 7. 4) 
其 中 LU，… رتا‎ 是 适合 
OSU; mn,j = 1，2，… :上 (3. 7. 5) 


的 非 负 整数 . 由 于 存在 Ox 中 的 代数 整数 ع ز) ر8‎ 1.2.٠٠١ DAE 
P5—[8,1G—1,2, , BRA 
z — a = یور رت‎ (3. 7. 6) 
其 中 bp 是 居中 适合 ۱ 
lloglo:(O | | > 2و(إيك|),©‎ 1,2, (3.7.7) 
的 单位 数 ,7。 Ye 分 别 是 OK 中 适合 
log |o; || > ©). |& Dp: loglar] >> 
Cl [Ag | log مز‎ i = 1,2,,m,j = 1,2, 
的 代数 整数 ,而 且 1 ».12ح ز)‎ ODN 8,0-71,2, OMB 
合 ,;wj(j 二 1,2,…,t) 是 适合 
U; = uhr + vj,vj € Z,0 >> رن‎ « hk, j = 112 
(3. 7. 9) 


(3. 7. 


的 非 负 整数 . | 

d p—6G),Y;-o0;)0G-—10,2,,mij-1,2,,0. 从 
(3. 7. 6) 8 dl 

xo— & = 1لم‎ Vist 1,2, ,m. (3. 7. 10) 

因为 m>1, LG. 7. 10) 8] 48 
UE a Ya 
PrN yw YN 
不 妨 假定 |z 一 | 一 max iz—«|. 从 (3.7.2) 可 得 


la, — إيه‎ = |z — a | 


l|. (3.7.11) 
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Iz—a«|zmmprs-p)tm p. (3. 7.12) 
由 于 SOQ 上 不 可 约 , 故 有 aia. MR 


PLE LE 
(Xue zl, (3. 7.13) 
则 因 
Ja, — œ| > CsCIAK D, (3. 7. 1D 
BUA (3. 7.10, (Q. 7. 12) 3148. 
n<iC,(m,|Ax|). (3. 7. 15) 


如 果 (3. 7. 13) 不 成 立 , 则 有 适合 |b| Smax Ga یور ری‎ ,4) 的 整数 b, 
可 使 


7 Y m yY y" eco J“: 
BLUE LP LE NN IE: log 7927 1 
PNTA Ti dE 

(3. 7. 16) 


根据 (1. 8.11), AC. 7. 75, (3. 7. S8 (3. 7. 16) 51 
lo لديم‎ 
م‎ ۲۰۷۰۰۰۷ 
—GCiG,|Ax|p2log max (usus, suu). (3. 7.17) 
根据 (3. 7.12) ,将 (3.7. 17) 代 入 (3. 7. 108 
log|e, — a, | + CC. |Ax|,p log maxCu, suz, yu) > 


1 


log|z — a | > logpr. (3. 7.18) 
因为 从 (3. 7. 3),(3. 7. 9) 可 知 


max Gua ,u; ,*** ) X z-max(U, دوع لاو‎ U) x 2 
K 


hk 
(3. 7. 19) 
BUA (3. 7. 25, (3. 7.14), (3. 7. 18) B Al n 满足 
n < Cn | Ar| >p). (3. 7. 20) 
于 是 ,结合 (3. 7. 15) RC. 7. 20) 立 得 nC, Gn, | Ac | op.) EHM 
(3. 7. 2) Bf Al max Gz 2: 7: 7 n2 Cin, | بيك‎ | 52. 由 于 当 a= 
k 二 1 时 ,p 一 ps, 故 得 本 定理 . 证 完 . 
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36 27779 )3. 7. 1 8 8 ) و رودو رودو عد‎ on) BT 6 Stewart GE 
WT: كك‎ 4 RIK AUI ERE m" P s+ DAR KF eO 
كر‎ k B5 RI XD XE Bg E. B — > M, Erdós, Stewart 和 
Tijdeman"? $6 Ze fi بل‎ FETA m BA m 次 多 项 式 A/(X) 可 使 
方程 (3.7.1) 有 很 多 解 . 在 这 方面 ,Moree 和 Stewart 具体 证 明 
了 :对 于 任何 正 数 6, 当 ==1 H ;>CwC6) 时 ,存在 适合 ao。==1 的 
次 多 项 式 f(X), 可 使 方程 (3.7.1) BLA exp(G — 8) نو‎ / 
(logs)! ۳(2 f Cx m ongs on). 

根据 定理 3.7.1 虽然 可 得 方程 (3. 7.1) 的 解 和 解数 的 可 有 效 
计算 的 上 界 ,但 是 这 些 上 界 通常 是 相当 大 的 . 因此 ,Peth5 和 de 
WegerPU9? ,Smart/** *9 , Merriman 和 Smart?) && A 4} sil xj HEB £r 
ملك‎ mss 以 及 pis posts po Bh T RBH C3. 7. DS BRE GS 
具体 算法 . 这 些 算 法 综合 运用 了 Gel'fond-Baker Zr: RUE 28 8(5 
近 方 法 ,形成 了 当今 计算 数论 中 的 重要 内 容 . 
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第 四 章 ”椭圆 方程 、 超 椭圆 方程 


设 m,n 是 大 于 1 WEWN, S/E m 次 整 系数 多 项 式 . 当 
mn 二 6 时 ,方程 
f(x)=y زوج‎ EZ 
称 为 椭圆 方程 ; 当 مور‎ <6 时 , 称 为 超 椭圆 方程 . 目前 讨论 较 多 的 二 
元 非 齐 次 多 项 式 方程 大 多 属于 这 两 种 类 型 .本 章 主 要 介绍 
Gel'fond-Baker FREAD BA AE PAY. 


$4.1 椭圆 方程 


Wt ao,a1,az,a3, 是 适合 ac 70 的 整数 . 椭圆 方 程 通常 可 表 
成 
aX? +a, X? +a,X +a, سے‎ RKY*',X,Y € Z. (4.1.1) 
Jj Œ E, Fermat, Euler, Legendre 等 数学 大 师 都 曾 对 此 有 过 很 多 
研究 ,有 关 这 方面 的 早期 工作 可 参考 文献 [27], [73]. 
Wt x—36a,&X 4-12aik , — 216a E" Y 将 此 代入 (4.1.1) 可 得 
z —ar—b-z-y,ry€Z, (4. 1. 2) 
其 中 a = 432 (a? — 3a; k? و‎ b = 1728 (a3 — 27a2a, — ,و3‎ ) E. 方程 
(4.1.2) 称 为 椭圆 方程 (4.1.1) 的 Weierstrass 形式 . 1914 4E, 
Mordell 通过 分 析 该 方程 与 四 次 Thue 方程 的 关系 ,讨论 了 它 的 
解数 的 有 限 性 , 对 于 二 元 四 次 原型 g سے‎ g (X,Y) ح‎ b X* سل‎ 4b XY + 
6p2:X2Y72? 十 403XY3 十 DY4, 设 
by b by 
bob by 
b, b, b, 


I(g) = bob, — 46,6; + 355,I,(g) = 


7 
9 


(4.1. 
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v = v(X,Y) 


(4. 1. 4) 
对 于 方程 (4. 1.22 UE D— 42) — 278. Mordell EB] T : 34 D#0 
时 ,如 果 (z,y) 是 方程 (4. 1. 2) 的 一 组 解 ; 则 有 适合 
Ig) = 4a,1,(g) = 4b (4. 1. 5) 
的 二 元 四 次 原型 gg CX YUREK r,s 可 使 
grs) = 1, u(r,s) = x, v(r,s) = 2y. (4.1. 6) 
由 于 已 知 适 合 (4. 1. 5) 的 二 元 四 次 原型 g(X,Y)? 仅 有 有 限 多 个 ”1; 
又 从 Thuebo 的 结果 可 知 , 对 于 给 定 的 g (X YO ,适合 (4.1. 6) 中 
第 一 个 等 式 的 整数 (r,s) 仅 有 有 限 多 组 . 因此 , 当 Dz50 时 ,方程 
(4.1.2) 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y). 此 后 ,Siegellssl 根 据 这 一 证 明 思 
路 ,运用 委 番 图 遥 近 方法 给 出 了 解 的 非 实效 性 上 界 . 

1968 年 ,Baker 运用 代数 数 对 数 线性 型 的 下 界 估计 ,给 出 了 
Thue 方程 的 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 由 于 从 《4. 1. 3), (4. 1. 5) 可 
知 (4.1.6) 中 gCX,Y) 的 系数 仅 与 a,6b 有 关 , 因 此 从 上 述 分 析 可 在 
D 关 0 的 情况 下 得 出 方程 (4.1. 2) 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 同时 ， 
Bakerf2 还 用 更 为 直接 的 方式 证 明了 上 述 结果 ， 

定理 4.1.1 4 DAO, Jr RE CA. 1.2 وم‎ Ca, رر‎ 6 E 
maxC|z|. ly «C, CA), Ht A-—maxClal, [5]. 

证 设 (z,y) 是 方程 (4.1. 2) 的 一 组 解 . 当 ہے‎ - 0 时 ,本 定理 
显然 成 立 . 因 此 以 下 仅 须 考虑 zy 尖 0 时 的 情况 . 

因为 D 关 0, 故 有 

Ti—ar—b=(r—a)(r—a) (rz— a), (4. 1.7) 
+ 128 * 


其 中 0, 5,055,035 是 互 不 相同 的 代数 整数 ， 设 K — © )© 505505). 由 于 
|Ak|1<C:(4), 故 从 (4.1.2),(4.1.7) 可 得 


z—a- fi = 1,2,3, (4. 1.8) 


其 中 Bi Yis: G=1,2 53) Æ Ox 中 满足 条 件 
max([ LP 6|)<CA)i=1,2,3 «19 
的 代数 整数 . 设 


y. 
سے پ۸‎ Bot = 1,2,3. (4. 1. 10) 


JG. 1:8, (4. 1. 10) ج771‎ 
Ai — ABi = ور" ےھ‎ 
AB; — ÀB$ = يه‎ — a, (4. 1. 11) 
ABS — Ai = a, — a. 
E LSK O^, A^, A). 此 时 [过 :天 ] 委 8, 并 且 从 (4. 1. 9), 
(4. 1. 10) 可 知 
۱ء۱۵‎ > C,CA). (4. 1.12) 
又 设 رر رت‎ 
& = A7 B, — AY B, وی‎ = AY! B, — AY B, E = AB — A B,. 


(4. 1. 13) 
此 时 从 (4. 1. 9) 7 Anl 
[E] > (C,(A))*; (4. 1. 14) 
又 从 (4. 1. 10) , (4. 1. 13) 7] Cei £e Ces 是 工 中 满足 
$e + £e, + Se, = 0 (4. 1. 15) 


的 代数 整数 . 因为 مہ وم یہ‎ 互 不 相同 ,所 以 从 (4.1.13) 可 知 eie, 
40. 因此 te;(i 二 1,2,3) 分 别 可 表 成 
be, = &93,i = 1,2,3, (4. 1. 16) 
BP 7(¢=1,2,3) 32 L Pil قل‎ 036,6, 6—1,2,3)4& Oi 中 适合 
max(| &],[ &],[ &]) cc» (4. 1.17) 
的 非 零 代 数 整数 . 从 (4. 1. 15) ,(4. 1. 160 8] 18 
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3 3 
QE + ره‎ —— &, (4. 1. 18) 
3 3 


i 06,7, / 0۰0۸, 5/74. A4. 1. 18) Bl AUT CX Y) = (0,0038 L 
上 的 三 次 Thue 方程 

EX? + لع‎ =— §,X,Y ع‎ O, (4. 1. 19) 
的 解 . 由 于 从 文献 [1 : 1] 8150: 27 8 C4. 1. 190 4 78 CX YO 5 8 کر‎ 
max( [x .[v || >0, d,| © |, [& |,[ & ]) ,其 中 4d 是 工 的 次 数 . 
因此 从 (4.1.12),(4.1.17),(4.1.18) 可 知 

max([ 6,],[ 0:|) > eco». (4. 1. 20) 

于 是 从 (4.1.8),(4.1.9),(4.1.10),(4.1.15),(4.1.20) 可 得 |z| 
二 Cs《4), 并 且 从 (4.1.2) 立 得 max(|z|,|y|) 二 C1(4). 定理 证 
完 . 

关于 定理 4.1. 1 中 的 常数 C1(4) ,文献 [2] 具 体 算出 C. CAD ک>‎ 
exp(10°A'). 此 后 ,Stark, Sprindžuk , Schmidt 4$ A 4} BI fE T BK 
进 ,但 是 他 们 得 到 的 结果 基本 上 都 是 形 如 C, CA) exp (CL A80 Z 
形 的 上 界 (参见 文献 [91]). 1985 年 ,Lang59 根 据 函 数 域 上 椭圆 曲 
线 的 几何 性 质 , 对 于 解 的 上 界 提出 了 以 下 猜想: 

3418 4. 1. 1 当 万 关 0 时 ,方程 (4.1.2) 的 解 (z,y) 都 满足 
max(|x|, iy «C, A. 

这 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 . 目前 有 关 这 方面 的 最 好 结果 
是 由 PintérU?) 48 زف‎ H. 他 根据 Brindza ,Evertse 和 Gyoóry?! x F 
Thue 方程 的 结果 证 明了 : 4 DAO 时 ,方程 (4.1.2) 的 解 (z,y) 都 
满足 ,3ھ( | ۱۵۸)یک>(] ۶۱۰۱ ا)حعقعہ‎ 

另外 ,Zagierm'11 曾 经 对 方程 (4. 1. 2) 的 解 的 上 界 提 出 了 比 猜 
想 4. 1. 1 更 强 的 猜想 : 

猜想 4.1.2 当 DD 隆 0 时 ,方程 (4. 1.2) 的 解 (x,y) 都 适合 


log |z | 
log max(e, lal’, [oj © 10 + ot). 


然而 , Elkies 对 上 述 猜 想 提出 了 反例 (参见 文献 [111， 
Addendum D. 他 证 明了 :存在 无 限 多 组 适合 D 关 0 的 整数 a,5, 可 
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使 方程 (4. 1. 2) 有 满足 


log || 
log max( e, IA lape) 


的 解 (z,y). 由 此 自然 产生 了 以 下 猜想: 
猜想 4. 1. 3 存在 无 限 多 组 适合 DAO 的 整数 a、 6, 可 使 方程 
(4. 1. 2) 有 满足 


> 12 十 o0(1) 


log |x 
log رہ ہہ‎ 2 Cu 二 oll). 


对 于 给 定 的 整数 a,65,Stroeker 和 Tzanakis?" , Stroeker 和 de 
Weger'?, Bilu'*! ,Gebel,Peth5 和 Zimmer"! , Tzanakis "4 A 4) 
别 给 出 了 求解 方程 (4.1.2) 的 具体 算法 ,其 中 的 关键 步骤 都 与 Gel' 
fond-Baker 方法 有 关 . 

34 a=0 H 5550 时 ,方程 (4.1.2) 可 写成 

2 — b= yry © وله‎ (4.1.21) 
称 为 Mordell 方程 . 这 是 一 类 重要 的 椭圆 方程 ,文献 L[69] 第 26 章 
详细 介绍 了 这 方面 的 早期 工作 . 1968 年 , Baker!" "J 证 明了 :方程 
(4.1.21) 的 解 (z,y) 都 满足 max C [x], Ly D) exp ( 10! [5 [19 ) .此 
Ja, Stark 3E —2p GEAR T :对 于 任何 正 数 9 max |a |, 1y | < > معدع‎ 
(Cys (8) [8 |). 另外 ,从 文献 [97j 可 知 当 16| 充 分 大 时 ,方程 
(4. 1. 21) 的 解 的 上 界 还 可 以 进一步 改进 . 

Wary 是 适合 xy WESCE. Hall $e eX GST BUT 
两 个 猜想 、 

猜想 4.1.4 |xcó—y!| Cuz". 

猜想 4. 1.5 对 于 任何 适合 8<1/2 的 正 数 ۵۰ | نيد‎ —* | Cs 
(8027. 

显然 ,上 述 猜 想 都 与 Mordell 方程 的 解 的 上 界 有 关 . 同时 , 它 
们 还 与 其 它 数论 问题 有 着 密切 的 联系 (参见 文献 [23]， [29], [49], 
[70], [76]. 

对 于 给 定 的 非 零 整数 5, 设 NW) 是 方程 (4. 1.20038 ۵ ged Cz, 

二 1 的 解 (z,y) 的 个 数 . Stephens?! , Mohanty 和 Ramasamy/**, 
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Kihara[5] 等 人 分 别 找 出 了 可 使 解数 N (6) 很 大 的 5b 值 . 例如 ,文献 
[45] 证 明了 ;存在 无 限 多 个 5 值 ,可 使 N (5) 之 20. 另外 ， 
Mohanty“ ,Lee 和 Vélez" "1 等 人 还 讨论 了 方程 (4. 1. 21) 的 可 使 y 
构成 等 差 数 列 的 解数 . 

关于 一 般 的 椭圆 方程 (4. 1.2) 的 解数 ,Schmidt55 提 出 了 以 下 
f8 38 : 

猜想 4. 1. 6 کا‎ D 关 0 时 ,对 于 任何 正 数 5, 方 程 (4. 1. 2) 至 多 
8 Ci C A? 组 解 (z,y) 适 合 ged Gc, y) — 1. 

i fOX)— X*—aX —5,4,—16(a? — 278") FE fCX) 的 判别 
X. 方程 (4.1. 2) 与 有 理 椭圆 曲线 E OO —Y* 的 算术 性 质 有 着 
直接 的 联系 . 设 fe 是 椭圆 曲线 EE 的 导 子 . Szpiro! 5 曾经 对 此 有 
过 以 下 两 个 猜想 : 

猜想 4. 1. 7 |A| — f. 

猜想 4.1.8 对 于 任何 正 数 0 | ارك‎ >0 (OD F7. 

这 是 两 个 人 迄今 尚未 解决 的 难题 .已 知 对 于 某 些 类 型 的 椭圆 曲 
线 鳌 ,猜想 4.1.8 SwF: 

猜想 4.1.9 如果 a,b,c 是 适合 

ad عدم دم‎ 0,0 = 1 (moda, 
c = 0(mod 32), gced(a,6) = 1 (4. 1. 22) 

的 非 零 整数 ,G Æ labe | 的 不 同 素 因数 的 乘积 , 则 对 于 任何 正 数 5， 
VA abc/16|* <C C)6G***. 

显然 ,上 述 的 猜想 4.1. 9 类 似 于 Oesterlé-Masser abc -猜想 
(BRA ۹ 6. 4 节 ), 因 此 这 是 一 个 相当 困难 的 问题 . 对 此 ， 
Masser“ iF HA T 838 4.1.8 和 4. 1. 9 中 的 指数 “6 十 86” 是 无 法 改 
进 的 . 有 关 这 些 落 想 的 背景 和 进展 情况 可 参考 文献 [99],[105]]. 


$4.2 88778 
B m,n EES m2, اڑا 2 جح ور‎ Romn6 的 正 整数 ,ff(X)= 


asX" a X77 十 … 十 an 是 m 次 整 系数 多 项 式 . 此 时 ,方程 
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f(r)=y,r,yEZ (4. 2. 1) 
称 为 超 椭 圆 方程 . 早 在 本 世纪 20 年 代 , Thue!’ Landau 和 
Ostrowski" ,Siegel5" 就 已 经 开始 讨论 了 此 类 方程 . 综合 上 述 结 
果 可 知 :如 果 
G)mZ2,n23 且 f(X) 至 少 有 两 个 不 同 的 根 ; 或 者 
Gi)m2-3,nz2 B. A(X) 至 少 有 三 个 不 同 的 根 ; 
则 方程 (4. 2. 1) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y). 1964 Æ , LeVequeU*125 H 
了 该 方程 解数 有 限 性 的 另 一 个 必要 条 件 . Roa aye 是 多 项 式 
fF OORS BUB AB IAT AS HR رك‎ ,ez,… ,es 分 别 是 它们 的 重 数 . 此 时 
f(X) = aX — کرو‎ (X — a))^ CX — a). (4. 2.2) 
又 设 
m; 


n . 
= goden i bh (4. 2. 3) 


LeVeque 证 明了 :如果 

Gi EH Onom: m RFE (2.2.11, 7 DEG, 1, lees 
1) 的 排列 ,其 中 上 是 大 于 1 的 正 整数 : 则 方程 (4.2.1) 仅 有 有 限 多 
HC, y). 

1969 年 , Baker 首先 对 于 条 件 (i) 或 ii) 成 立 的 情况 ,给 出 了 
该 方程 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 他 证 明了 : 

定理 4. 2. 1 如 果 条 件 (D 或 ii) 成 立 , 则 方程 (4.2.1) 的 解 
(zy) 都 满足 max ) || , ly D <C m,n, Hp. 

证 设 0,5055, *** و‎ Ay 是 多 项 式 f(X) 的 全 部 根 ,K - © ) ونه‎ 
ars san). 此 时 ,如 果 (z,y) 是 方程 (4. 2.1) 的 一 组 解 , 则 有 

acr — a) (x — اریم‎ (x — a) = y. (4. 2. 4) 

首先 考虑 条 件 (i) 成 立时 的 情况 . 不 妨 假定 .يه عب ه‎ 此 时 从 

(4. 2. 4) 可 知 存在 Ox 中 的 代数 整数 8, ,7 ,6G 一 1,2) 适 合 


Y. 
ra = yfi = 1,2, (4.2.5) 
max([ Z]. 8:|)<Cr(m,Hypi=1,2. (4.2.6) 


٠ 


在 (4.2.5) 消 去 x 后 可 得 
7,0,۸ — Y,0,8; = (a, — a,)00;. (4. 2. 7) 
AA وہ ےج ره‎ BOM CA. 2. 7) RT I CX , 7 = ) 8: 8:0 185 K EE 
次 Thue 方程 
7,0,X" — Y,&,Y" = (a, — a,)8,8,,X,Y € Ox (4.2.8) 
的 一 组 解 . 由 于 从 文献 [1 : 1 JRPADAERE 2.1.1 中 的 结果 可 以 推广 
到 任意 代数 数 域 上 去 ,所 以 根据 该 定理 , M (4. 2.6), (4.2.8) 可 
得 
max( |8 ls |821) < CsCm,n, Hy). (4. 2. 9) 
于 是 从 (4. 2.1)，(4. 2. 5) (4.2.9) 可 知 max Clxl, |y|) <C 
Gn, n, Hj). 
再 考虑 条 件 GO 成 立 的 情况 . 不 妨 假定 (4. 2. 4) 中 的 wyoz，…， 
سه‎ 适合 aa, 以 及 ww 天 oa. 此 时 ,运用 定理 4. 1. 1 的 证 明 方法 亦 可 
得 max( |zl,1y1) «Cin n, H D. 定理 证 完 . 
关于 定理 4. 2. 1 PRR C م)‎ n HO ,文献 [3] 具 体 算出 : 
4 n=2 ۳ 00 (m,n, H D «exp exp exp( mV" HY ) ; 当 سے ور‎ 3 时 ,CC 
(nn, Hj) «exp exp ( (5n)'?^m!7' H7') .此 后 ,Baker 和 Coates, 
Gyóry ,Sprindzuk , Trelina , Kotov 等 人 相继 对 上 述 结 果 作 了 改进 . 
目前 有 关 这 方面 的 最 好 结果 分 别 是 由 Brindza""! , Poulakis/^ ^77, 
Voutier 145 A $838] ذم‎ . 综合 他 们 的 结果 可 知 Cy msn, HARB 
mn, H; 的 一 重 指数 函数 . 另外 , 乐 茂 华中 运用 初等 方法 ,对 于 一 
类 无 法 直接 用 条 件 (i , Ci) 或 Ciii) 来 判别 的 超 椭 加 方程 ,证 明了 解 
数 有 限 并 给 出 了 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 他 证 明了 ; 当 nlm a= 
lai ta, 不 全 为 零 且 其 中 第 一 个 非 零 数 与 4 互 素 时 ,方程 
(4.2.1) 仅 有 有 限 多 个 解 (x,y), 而 且 这 些 解 都 满足 |zxz | 一 
GmH (۶۸۶ R يروي ) >> | رر(‎ mh eme 
关于 方程 (4.2.1) 的 解数 ，Evertse 和 Silverman” ggg] T . 
当 mz3,n—2H f OO 至 少 有 3 个 不 同 的 根 时 ， 该 方程 至 多 有 
TU hy 组 解 Gn. y); 34 m2. n28 Hf OO 至 少 有 2 个 不 
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同 的 根 时 ， 至 多 有 17 "wh. 组 解 ; 其 中 hx ERR K=O 
Cais azs ts An) 的 类 数 . 
W f OO. g (YO 分 别 是 次 数 为 m,n 的 整 系数 多 项 式 .， 此 
时 ,方程 
f(z) = gO) z, y EZ (4. 2. 10) 
是 方程 (4.2. D. 的 推广 . 这 是 一 类 内 容 十 分 丰富 的 高 次 方程 ， 除 
了 椭圆 方程 和 超 椭 圆 方 程 以 外 , Ljunggren, Mordell, Macleod 和 
Barrodale, Boyd 和 Kisilevsky, Schinzel, Cohn, Ponnudurai, 
Arvanesov 等 人 分 别 讨论 了 其 它 情况 〈 参 见 文献 [86] 第 6 OD. AR 
而 ， 到 目前 为 止 尚未 见 到 有 关 该 方程 的 解 和 解数 的 一 般 性 结果 . 
1961 Æ, Davenport, Lewis 和 Schinzel55 证 明了 : 24 |m—n|=1 
或 gcd (m, n) <1 i, 方程 (4. 2. 10) 仅 有 有 限 多 组 解 Gn, y). 
1990 年 ，Cochrare'”1 对 上 述 结果 中 的 后 一 种 情况 作 了 补充 ， 他 证 
WT: 3 min Ef OO, g QO 的 首 项 系数 a, bR alb 是 有 
理 数 的 m 次 宕 时 ， 如 果 方 程 )4. 2.10) 有 无 限 多 组 解 Ges y), DUI 
VA g (QD =f (h Y)), Hh Y) 是 n/m WE CER. 
Wt f (X, Z) —a X" a X" 1Z 十 … 十 an2Z" 是 二 元 m 次 原型 . 
方程 
fG,z)-— yr yr € Z,ged(x,z) =1 (4.2.11) 
是 方程 (4. 2. 1) 的 另 一 类 推广 . 由 于 包括 著名 的 Fermat 猜想 在 
内 的 很 多 重要 问题 都 与 此 类 方程 有 关 ， 所 以 这 是 一 个 相当 困难 的 
问题 ， 目 前 只 能 解决 一 些 很 特殊 的 情况 . 
B be por > p 是 适合 nen, 集合 سی‎ 
S i Pas ott, pe) ={tpp pepe |r, Tas tt, Te 均 为 非 负 整 
数 }，1979 年 , Kotov 和 Trelina"" EB] T . 当 条 件 〈i) 或 GD 成 
立时 , 方程 (4. 2. 11) 仅 有 有 限 多 组 解 (z，y，z) BALES, 而 
且 这 些 解 都 满足 max(|z|, |y|,|z|)<exp exp(C,(m,n,H,) pi). 
1984 年 ,Brindzaco 对 于 条 件 (iii) 成 立 的 情况 给 出 了 同样 的 结果 . 
上 述 结 果 的 证 明 都 用 到 了 Gel'fond-Baker 方法 ,证 明 的 具体 过 程 
基本 上 与 定理 5. 3. 1 相同 . 
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$4.3 Fr x'—Dy—1 


设 DD 是 无 平方 因数 的 正 整数 .方程 
zt — Dy =1,7,jEN (4. 3. 1) 
是 一 类 讨论 较 多 的 四 次 超 椭圆 方程 . 50 多 年 来 , Ljunggren, 
Mordell ,Cohn, 柯 召 和 和 孙 琦 、 曹 珍 富 等 人 分 别 运用 初等 数论 方法 
和 代数 数论 方法 对 它 进行 了 大 量 的 研究 ,有 关 这 方面 的 早期 工作 
可 参见 文献 [69] 的 第 28 章 . 
Butv, VD 是 Pell 方程 
uw — Do = 1,u,veZ (4. 3. 2) 
的 基本 解 .1984 年 , 乐 茂 华 5 和 朱 卫 三 02 分 别 独立 地 给 出 了 方程 
(4.3.1) 有 和 解 (z,y) 的 充 要 条 件 . 他 们 证 明了 ; 当 且 仅 当 方程 
(4. 3. 2) 的 基本 解 满足 ui 或 ui t+ Doi 为 平方 数 时 ,方程 (4. 3.1) 有 
解 (z,y). 上述 结果 的 证 明 用 到 了 Jacobi 符号 的 基本 性 质 ,此 类 方 
法 称 为 柯 召 -Terjanian-Rotkiewicz FO. 此 后 ,该 方法 被 广泛 用 
于 讨论 更 一 般 的 四 次 方程 
Dx 一 Dey? =+ 1 35 + 4,x,y € N,ged(z,3) 一 1 
(4.3. 3) 
的 可 解 性 ,这 里 D;,D, 是 互 素 的 正 整数 (参见 文献 [52],[53]). 
1942 年 ,Liunggren" "运用 代数 数论 方法 证 明了 :对 于 给 定 的 
DD, 方 程 (4. 3. DELA 2 ARC, y). 1989 年 , 乐 茂 华 "J 运用 Gel 
fond-Baker 方法 对 上 述 结果 作 了 本 质 上 的 改进 . 他 证 明了 : 
定理 4.3.1 当 D>C, 时 ,方程 (4. 3. DESH 1 组 解 (z,y). 
证 ”假如 方程 (4.3.1) 有 2 组 解 (zy) 和 (zyy), 不 妨 假定 
zin. 由 于 从 文献 [59] 可 知 此 时 该 方程 没有 其 它 解 , 所 以 运用 文 
献 L50] 中 的 方法 可 以 证 明 : 存 在 奇 素数 p, 可 使 
sty VD =(z?7+y, D). (4. 3. 4) 
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从 (4. 3.4) 可 得 


XL, = 0(mod zi). (4. 3. 5) 
因为 xi—l= 7 BUG 1 6,di,d? Yny EA 
Xi 十 1 二 Od yh xi 一 [ ے‎ Od yi», (4. 3. 6) 
1,34 211 B. 
did; — 0:060 را‎ =y ,0 = n 21 zi 时 . (4. 3.7) 


同时 ,从 zi 一 1= Dy: 可 得 
z +1 = ôd yari — 1 = bd, yy» (4. 3. 8) 
其 中 Yz ,yzz 是 适合 
Üynym 一 Y: (4. 3. 9) 
的 正 整数 , 
设 


oa سے‎ xi + yn V ôd, ai = ہچ‎ — yn Vod, (4.3.10) 


x, + yu N Od, 5% = x,— yg NÓd, (4.3.11)‏ = يه 
可 使‏ رم 从 (4. 3.5), (4. 3.80, (4. 3. 9) 可 知 存在 大 于 1 BY SEC b‏ 


I, + yn V Od, = ,zs — yn V Od, = P » (4.3.12) 


Za + Yz V ad, = a ,zs — Yz Ved, = æ, (4.3.13) 
由 于 从 (4. 3. 10), (4. 3.11), (4.3.12), (4. 3. 1D7N 
a, +a, = a, + ووه‎ (4. 3. 14) 
di + dp = a + a; (4. 3. 15) 
又 从 (4.3.6) 可 知 ع يه يه مر ليا 1— کم ہم‎ 13, KRM C4. 3.14), 
(4. 3. 150 Hf £8 6,6. 以 及 


b, > æ (loga, J)e h, (4. 3. 16) 
iX A=b,loga, —b,loga,. (4. 3. 14), (4. 3. 5518 
2 
0<A< Be, (4. 3. 17) 
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同时 ,由 于 从 (4. 3. 6), (4. 3: 10), (4. 3. 11) 可 知 A C) = loge, 


h(a.) - Hoga, VA REQ Gs a2) z Q]=4, BIER 55] 38 1.8.1 可 得 


logA 7 — C, (loge, ) loge, ) (logb,). (4. 3. 18) 

结合 (4. 3. 17) , (4. 3. 18) 可 得 
وط‎ < C,loga, ; (4. 3.19) 

又 从 (4. 3. 16) , (4. 3. 19) 可 得 
a « C,. (4. 3. 20) 


AAMC. 3.10), (4.3.11) 5[ 31 ad 4 V did, —4 VD ,于 是 从 
(4. 3. 20( 2219 DC. 由 此 可 知 ; 当 DSC, 时 ,方程 (4. 3.1) 至 多 
有 1 组 解 (x,y). 定理 证 完 . 

关于 定理 4. 3. 1 中 的 常数 Ci ,文献 [118j 曾 经 宣布 已 经 证 明 
了 Ci 过 2*7, 文 献 [51] 具 体 算出 C. e. 此 后 , 乐 茂 华 "3,Ciput”7 
分 别 运 用 同样 的 方法 证 明了 ت‎ >٥. 379 ٠ 10 以 及 C e. 由 于 
长 期 以 来 仅 知 当 D—1785 时 方程 (4. 3.1) 有 2 组 解 (z,y) ,所 以 文 
献 L[51] 对 于 该 方程 的 解数 提出 了 以 下 猜想 ， 

猜想 4.3.1 کک‎ DA1785 时 ,方程 (4.3.1) 至 多 有 工 组 解 Cz， 
y). 

最 近 ,Cipu59 根 据 引 理 1. 8. 2 ,运用 定理 4. 3. 1 的 证 明 方法 证 
实 了 上 述 猜 想 . Fe] Cohn" H 、 孙 琦 和 袁 平 之 56 分别 指出 :运用 
文献 [50] 中 已 经 证 明了 的 关系 式 (4. 3. 4), 也 可 从 Ljunggren Hy 
结果 中 推 知 猜想 4.3.1 成立 .由 于 从 本 书 $1.5 节 可 知 方程 
(4. 3.2) 的 基本 解 妈 十 v, YD 满足 log (四 十 mv 万 ) 二 Y DlogD, 
所 以 根据 文献 L50] 中 得 到 的 有 关 方程 (4. 3. 1) 有 解 的 充 要 条 件 可 
知 :该 方程 的 解 (z,y) 都 满足 max (xy) > DID. 至此， 方程 
(4.3. D 的 求解 问题 已 得 到 了 圆满 的 解决 . 

运用 定理 4. 3. 1 的 证 明 方法 还 可 以 讨论 其 它 形 如 (4. 3. 3) 的 
四 次 方程 的 解数 .以 下 介绍 这 方面 的 一 些 结果 . 

对 于 互 素 的 正 整数 D,，D;， 乐 茂 华中 证 明了 ; 4 max (D,, 
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Dj) <2. 374* 10" H D, 为 平方 数 时 ， 方 程 
Dix!—D,y-—l,xy€N (4. 3. 21) 
至 多 有 1 组 解 G. y. 
设 刀 是 正 整 数 . Ljunggrenti 运 用 代数 数论 方法 证 明了 :方程 
z — Dy! ——1,x,5,€N (4. 3. 22) 
至 多 有 21888 Go, y) 特别 是 当 وعدم‎ TB], 27212188 2 组 解 
G, y) = (1, D 和 (239, 13). 1994 年 ， 陈 建华 09 运 用 Gel’ 
fond-Baker 方法 证 明了 : 34 DC, 时 , 该 方程 至 多 有 1 组 解 (xz， 
y). 最 近 , 陈建华 "5 、 陈 建华 和 VoutierH9 运 用 丢 番 图 通 近 方法 完 
整地 解 员 了 方程 (4. 3. 22) 的 解数 问题 . 他 证 明了 : 4 D>2 时 ， 
该 方程 至 多 有 1 组 解 a., y); 而 且 当 D=a'd, a, d 是 正 整数 , d 
无 平方 因数 时 ， 该 组 解 满足 rty D= (wi 十 wu VD)*， 其 中 
(ui, v) 是 方程 
۱ u'?*—Dw'? ——1,w,v EZ (4. 3. 23) 
的 最 小 正 整 数 解 ， 另外， 陈建华 "还 将 上 述 结果 推广 到 了 一 般 的 
方程 


Dz? — Dy =—1,r,y€EN. (4. 3. 24) 
1942 年 ，Ljunggren"!1 还 用 代数 数论 方法 证 明了 :方程 
z — Dy =—1,z,y E N (4. 3. 25) 


至 多 有 1 组 解 (z，y). BR. a, y) 是 该 方程 的 解 时 , 方程 
(4. 3. 23) 有 正 整 数 解 Cu’, v) = Gr, y). BE. Cohn hay 
初等 数论 方法 证 明了 : 如 果 方 程 (4. 3. 23) HRNEK uis 
vi) WARM wi ,انح‎ Hb, k EER, k 无 平方 因数 ， 则 方程 
(4.3.25) 的 解 (x, y) 适合 
z' py 4D = Qi d v V D. (4. 3. 26) 
设 
p—ucvYD,p-—u,—v VD. (4. 3. 27) 
从 (4.3.26), (4.3.27) 可 得 


=k 
a ote (A. 3. 28) 
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BF à 必 为 正 奇数 , 而 且 方 程 (4. 3. 25) 至 多 有 1 组 解 , 故 从 
(4.3. 28) Wu lz 以 及 
ke? = a (4. 3. 29) 

其 中 z—c/bk. 文献 [22 对 于 所 有 适合 D<10 的 DD 找 出 了 方程 
(4. 3. 25) 的 解 ,发现 此 时 (4. 3. 29) 中 的 都 等 于 1. A, Cohn”) 
提出 了 以 下 两 个 猜想 : 

猜想 4.3.2 如 果 方 程 (4.3.25) 有 和解 (zx，y)， 则 
(4.3.29) 中 的 必定 等 于 1. 

3838 4.3.3 设 Gi, v0 是 方程 (4. 3. 23) 的 最 小 正 整 数 解 ， 
3188م .م‎ (4. 3.27). 当 24u 时 , 不 存在 大 于 1 的 奇数 上 以 及 正 
整数 z 满足 (4. 3. 29). 


$4.4 方程 x" 土 ]=Dy? . 


设 4 是 大 于 2 的 正 整 数 ，D 是 无 平方 因数 正 整数 ,方程 
zr"—1-—Dy,r,€N (4. 4.1) 
以 及 | 
z +1 = Dy,r,y€EN (4.4.2) 
是 两 类 讨论 较 多 的 椭圆 方程 和 超 椭圆 方程 ， 本 书 上 一 节 提 到 的 方 
程 (4.3.1) 和 (4. 3. 25) 分 别 是 它们 在 m=4 时 的 特例 . 
Wh (CD) RB XGA K-—Q (/—D) 的 类 数 . 如 果 方 程 
(4. 4. 1) A (z, y), WTI Ox 中 的 理想 数 方程 
[zT = ]1 + y / — D][1 — y VD). (4. 4. 3) 
由 于 从 (1. 5. 8) 可 知 此 时 KK 中 的 单位 数 的 个 数 有 限 , 而 且 当 DA 
1 或 3 时 ,天 仅 有 单位 数 十 1, 所 以 从 (443) 可 知 方程 
(4.4. 1) 比较 容易 解决 . 对 此 ， NagellU*! EB T , M D=2 时 ， 方 
f (4.4.1) 仅 当 n 二 5 时 有 解 (xz, y) = (3, 11); 24 D>2 Hn 
是 适合 <3 以 及 nih CD) 的 奇 素数 时 ,该 方程 没有 适合 21 z 
的 解 Cr. 30. 因为 从 (1.5.39) 可 知 类 数 有 (一 D) 满 足 h( 一 DD) 一 
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/ DlogD, 所 以 从 上 述 分 析 可 知 : 24 n BIA n> ل‎ DlogD HA 
素数 时 ， 方程 4.4.1) 没有 适合 21z 的 解 (xz, y). 

设 实 二 次 域 开 = 和 (VD). 由 于 从 (1. 5. 10) WK 中 存在 
无 限 多 个 单位 数 ， 所 以 在 利用 上 述 方 法 来 讨论 方程 (4. 4. 2) 的 过 
程 中 会 遇 到 一 定 的 困难 . 运用 Gel'fond-Baker 方法 可 以 对 该 方程 
得 到 与 方程 (4.4.1) 同样 的 结果 : 

定理 4.4. 1 4n EES nC D (logD)? 的 奇 素数 时 , 方程 
(4.4.2) 没有 适合 21z 的 解 m, y). 

证 设 Ge. y) 是 方程 (4.4.2) 的 一 组 适合 21z 的 解 ， 又 设 
h (D)ELOIKRMK=Q (VD) .26خ‎ 从 01.5.39). 7 
(D) >> / D , MUAK n EES n>C,D dogD)? 的 奇 素数 时 , 必 有 
nth CD). HOT, J (4.4. 2» 可 得 


14 y [vD —(a4- ib /D)' (uv /D): 


AE {— 1,1}, (4. 4. 4) 
其 中 (u, v) Æ Pel 7; 
u? — D! = 1,uv EZ (4. 4. 5) 
HH, a, b 是 适合 
a — De =— z,gcd(a,b) = 1 (4. 4. 6) 
以 及 
i< eth vB <(u+v, VD)? ULT 


WERS., XE utv YD 是 方程 (4. 4.5) 的 基本 解 . 
设 
e=at+b/D,e=a—bVD, (4. 4. 8) 
p=u to vD, p=u —v, VD. (4. 4. 9) 
由 于 从 (4.4.4) 可 知 
(1—» YD ع‎ (a— b /D)(u—v VD)» (4.4.10) 
所 以 结合 (4.4.4) 和 (4.4.10), 根据 4.4.7) 可 得 
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ep, eg, 
1+ بو‎ VD = Ly VB =4 
(4. 4. 1) 
其 中 s 是 适合 کہ‎ >> HEM. M (4.4.11) 立 得 
eg — (— eyp — 2. (4. 4. 12) 
由 于 从 (4.4.50, (4.4.9) 可 知 pp=1, MM (4.4.12) 可 
得 


4 4 
< nlog| — H — 2sloge 万 PA 


(4. 4. 13) 
it A = nlog ( —e/e) —2slogp. HFM (4.4.6), (4. 4. 7), 
(4. 4. 8) , (4. 4. 9) BIR ۸) — E/E) logo VT , h (p) =log / دم‎ 
又 因 0 科 *<z， 所 以 根据 引 理 1.8.1 可 得 
log|A|>—C,(loge V z ) (log V زم‎ (logn). (4.4.14) 
结合 (4.4.13), (4.4.14) 立 得 


log4 +C, loge Vz | (logo) (logn) >n. (4.4.15) 
log logz 
J (4.4.15) 可 以 算出 


n < Ci,(logo)*. (4. 4. 16) 

由 于 从 $ 1.5 节 可 知 logoe< /DiogD, RM (4. 4. 16) YB n— CD 

(logD)?. lk, کا‎ nC DUOlogD)? Bf, 方程 (4.4.2) 没有 适合 
2} ع‎ BAS (2, y). 定理 证 完 . 

对 于 大 于 1 的 正 整 数 r UREK n, KE, CO = Gc 

D / GEI. 4n RGRAY, CHE. 〈z) 的 素 因 数 م‎ 都 满足 

p=n R اعم‎ (mod 2n), WHA مق ام‎ Gr) 时 , MA EE, Go 

Bb. S D. م‎ 满足 

ged(a,DgXD)) = 1 (4. 4.17) 

时 ,方程 (4.4.1) 和 (4.4.2) 比 较 容 易 解 决 . 在 此 条 件 下 ,Euler， 

Lebesgue , Stórmer , Nagell, Ljunggren, van der Waall 和 Robert 
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等 人 分 别 对 n= 3 的 情况 ,讨论 了 这 两 个 方程 的 一 些 特殊 情况 . 
1981 年 , 柯 召 和 和 孙 琦 "运用 初等 数论 方法 完整 地 解决 了 这 个 问 
BA. 他 们 证 明了 : 当 ” 一 3,D>6 且 ”万 满足 条 件 (4. 4. 17) 时 ,方程 
(4.4.1) 和 (4.4.2) 均 无 解 (z,y). 此 后 ,Cohnr*31 证 明了 同样 的 结 
果 . 1988 年 , 乐 茂 华 55 运 用 初等 方法 证 明了 : 当 n=5,D>2 Hn, 
D 满足 条 件 (4. 4.17) 时 ,方程 (4. 4. 1) 和 (4. 4. 2) 均 无 解 (x,y). 根 
据 上 述 结果 ,我 们 有 以 下 猜想 : 

狂想 4.4.1 پا‎ D>2.n 是 大 于 5 HARM nD 满足 条 件 
(4. 4. 17) 时 ,方程 (4. 4. DAA. 4.2) 均 无 解 (x,y). 


$4.5 三 元 n 次 方程 组 


设 D, D, 是 大 于 1 的 正 整 数 . 对 于 非 零 整数 ,رم‎ k 
Ljunggren, Kanagasabapathy 和 Ponnudurai, Jones, Veluppilai, 
Mohanty 和 Ramasamy 等 人 分 别 运 用 初等 方法 讨论 了 形 如 

æ Duy = ks 
5 Dy = p, D € N.ged(z,y) = ged(z,y) = 1 
(4.5.1) 

以 及 
g — Dy = k, . 
_ Dz? = ,و‎ € N,ged(z,y) = ged(y,z) = 1 
(4. 5. 2) 
的 三 元 二 次 方程 组 (参见 文献 [92] 的 第 6 章 ). 1969 4۴, Baker 和 
Davenport? 首先 将 Gel'fond-Baker 方法 引入 了 此 类 方程 组 的 研 
究 . 他 们 证 明了 : 当 D, = 3,D,= وق‎ kı = —2, 7ح رع‎ 时 ,方程 组 
(4. 5.1) 仅 有 解 (z,y,z) 一 (1,1,1) 和 (19,11,31). 在 一 般 情 况 下 ， 
运用 定理 4. 3. 1 的 证 明 方 法 ,可 以 得 出 这 两 类 方程 组 的 解 的 可 有 

效 计算 的 上 界 . 

定理 4.5.1 4 D, D, 是 大 于 1 的 无 平方 因数 正 整数 时 , 方 
程 组 (4. 5.1) 和 (4. 5. 2) 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,z), 而 且 这 些 解 都 
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满足 max(z, y,22 «C1 CA) , HH A=max(D, رط‎ [ki | s lkal). 
证 首先 考虑 方程 组 (4. 5. D. 设 (z,y,z) 是 该 方程 组 的 一 组 
BE. 此 时 ,(z,y) 和 (z,y) 分 别 是 方程 
z Dy —k,xy€Zgd(z.y) 一 1 (45.3) 
以 及 
z — Dry = بروع ورم‎ € Z,gcd(z,y) = 1 (4.5.4) 
的 正 整数 解 . 设 ui toy V D ff Und Un VD, 分 别 是 Pell 方程 
uj — Divi = [1 مر‎ EZ (4. 5. 5) 
以 及 
uj - Dwi = lsum € Z (4. 5. 6) 
的 基本 解 . 根据 文献 [75] 中 的 结果 可 知 :此 时 方程 (4.5.3)， 
(4. 5. 4) 分 别 有 适 合 


xac Xu رد‎ D, < 2uy |e, | (4. 5. 7) 
以 及 
Zn + yn N D; >> N 2uz |k] (4.5.8) 


B) IE EXC Gn yu) , (zn yn) ,可 使 


x+y 40000 PM JD.) , (4. 5. 9) 


z+y vVD.= | Za Yn Jn) PES " , (4. 5. 10) 
其 中 (yo , (wz,v2) 分 别 是 方程 (4. 5.5), (4. 5. 6) 的 正 整数 解 ， 


设 
wa = Zil 十 yu V D, a, = ہچ‎ 一 yu Di (4.5.11) 
يه‎ = za + ہر‎ Disi, = zn — ya V Dis (4.5.12) 
Pi = un + vu D, p, = ün 一 Uy VD,， (4. 5. 13) 


Ug, 一 v. V Dp. (4. 5. 14)‏ = و0 Uy, 十 vav D,‏ = وم 
UAE ERE ses 可 使‏ كل 从 (4. 5. 9), C4. 5. 10) 77 FF FEE‏ 
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x+ yN D, —apr—yND, = ap, (4. 5. 15) 


z + yN D, = a, Pi} و‎ — yN D, = a.p. (4. 5. 16) 
从 (4. 5.15), (4. 5. 16) 可 得 


ep) — mp) _ a, — ap? 
y= = (4. 5.17) 
22 2N D, 


设 ومره حدم‎ V D,—apg N D,. 由 于 从 (4. 5.5), (4.5.60, (4.5.13), 
(4. 5. 14) B[ AI رم یم — ہم رم‎ — 1 BJ C4. 5. 17) 可 得 
۳ VD, 


| t tloge, — t,loge, 
D, 


(4.5. 18) 


8 26 
mL 十 2 2i + 1\ وم و2‎ + 1 

i t—max (t.t). 从 (4. 5.7),(4.5. 8) 可 知 , 假 如 max(z,y, 
2)» C. (A), WYA 


t>C,(A). (4.5.19) 
iz A= log (a, N D,/a, "V 十 tlogp, 一 t;logp,. 从 (4. 5. 18), 
(4. 5. 19) 可 得 


0« ۱ <L, (4. 5. 20) 


同时 ,根据 引 理 1.8. 1, 从 (4. 5. 70, (4. 5.80, (4. 5. 11)— (4. 5. 14) 
可 知 


log| A] 2 — C,CA)loge. (4. 5. 21) 
结合 (4. 5. 200, (4. 5. 21) 可 得 
t<C,(A) (4. 5. 22) 


3X — 55 (4. 5. 19) 2F JE زان‎ AERE. 因此 ,方程 组 (4. 5. DR 8 Gn yz 
都 满足 max Gr, y دع‎ «C. CAD. 同 理 可 证 方程 组 (4. 5. 2) 的 情况 . 定 
理 证 完 . 

1984 4E, Turk ^"? 具体 给 出 了 上 述 定理 中 的 常数 C,(4). 另 
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5b Pinch"* , Rickert" , Bennett! 9 & Ait H EER 3 Ur A eC 
了 方程 组 (4. 5.1) 和 (4. 5. 2) 的 求解 问题 . 
TE رط‎ bi وط‎ rco eio رط وي‎ Re 是 适合 (6? 一 4bobs)(c? 一 4cocz)kik; 
0 的 整数 . 定理 4. 5. 1 的 证 明 方法 可 以 直接 用 来 讨论 一 般 的 三 
元 二 次 方程 组 
bz? + bry + by’ = kis 
p 十 clzz + cz? = kz, 
如 果 该 方程 组 有 无 限 多 组 解 (z,y*z), 则 其 中 的 每 个 方程 都 有 无 
限 多 组 解 , 故 必 有 Bi — 4b pb, <0, — 0غديعيط, 0حريعمع4‎ , MI H 11 
是 非 平方 数 . 从 (4. 5. 23) 可 得 
(Biz + 2by)* — (DE — Abba? = Abk, 
les + 2c42)* — Cei — deca) x? = ورطرعا‎ 
又 从 (4. 5. 24) 78رہ‎ 
( (hi 一 45b, x? 十 Abski) ( (ci 一 coc, تد(‎ 十 4e );) 
= ( (biz + 2hy) (cya + 262))*. (4. 5. 25) 
显然 ,方程 (4. 5.25) 是 一 个 四 次 超 椭圆 方程 . BAS HR oi - 
وطمطۂ‎ )X? + 4bky 和 (cf 一 4cocs)X? 十 4czks 都 有 两 个 不 同 的 根 ,所 以 
从 文献 [93] 中 的 结果 可 知 , 如 果 方 程 组 (4. 5. 23) 有 无 限 多 组 解 , 则 
必 有 


r.yz EZ. (4. 5. 23) 


(4. 5. 24) 


Ach,‏ لوطه 


bi — Abb, — 全 一 4cocy 


(4. 5. 26) 


从 (4. 5. 26) 可 知 
m - em, (4. 5. 27) 

而 且 bzki/cok: 是 有 理 数 的 平方 . 当 上 述 条 件 不 成 立时 ,运用 定理 
4. 5. 1 的 证 明 方法 可 知 该 方程 组 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,z), 而 且 
这 些 解 都 满足 max Gr» y, 2) C CHO , P. H —max( ۱۰ء أو5|‎ 
los] s del s dels lel s lait, dsl). 

以 下 介绍 Gel'fond-Baker 方法 在 指数 型 高 次 方程 组 中 的 一 个 
应 用 . 1989 年 ,Ribenboim5s5 运 用 该 方法 讨论 了 方程 
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21 ور حر y!,x,y,m,n € Nor 1,n‏ 2 )1 ل DG"‏ + می 
)28 .5 .4( 
他 证 明了 :方程 (4. 5. 28) 没 有 适合 21z 的 解 (zx,y,m,n) ;该 方程 仅‏ 
>> 77720و لق 有 有 限 多 组 适合 27 x 的 解 , 而 且 这 些 解 都 满足 max Ge,‏ 
Cy. 上述 结 果 不 难 从 定理 5.3.1 推出 . 设 (x,y,m,n) 是 方程‏ 
的 一 组 适合 21 x 的 解 . 运用 初等 数论 方法 可 得‏ )28 .5 .4( 
æ +1= 2y},‏ 
十 1 一 2y2，‏ » 
rl 1,2»; = yon < m z 1. (4. 5. 29)‏ 
最 近 , 乐 茂 华 "完整 地 解决 了 方程 组 (4. 5. 29) 的 求解 问题 . 他 证‏ 
HT:‏ 
,7,20,1(= ری m‏ لز و ER 4.5.2. 方程 组 (4. 5. 20 BUB 8# Gc‏ 
.)2 
证 首先 运用 初等 方法 可 知 :方程 组 (4. 5. 290 83# Gn y m,‏ 
n=2 RË m=2,n>2 H21z.‏ تا n) PRY mon 必定 满足 m=1‏ 
4m=1 H n=2 时 ,根据 Pell 方程‏ 
lw veEZ (4. 5. 30)‏ سح w? — 2w‏ 
.)7,20,1,2( ح 的 基本 性 质 ,从 (4. 5. 29) n] Gy m0)‏ 
M m —2,n72 H 2} n 时 ,从 (4.5.29) 可 得‏ 
z’+1 = 2y, (4. 5. 31)‏ 
2y,n > 2,2] n. (4. 5. 32)‏ = 1+ جج 
根据 方程 (4. 5. 30) 的 解 的 基本 性 质 ,运用 初等 方法 从 (4. 5. 31),‏ 
可 得‏ )32 .5 .4( 


Ty mn E N, 


n 之 482885. (4. 5. 33) 
同时 ,从 (4. 5. 32) 可 得 
1 一 2 = (— x)". (4. 5. 34) 
从 (4. 5. 34) 可 知 此 时 方程 
X?— 2Y?= (-x)* X,Y ,Z€ Zoged(X,Y)=1,Z>0 
(4. 5. 35) 
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有 解 (X,Y,Z) 一 (1,yaz). 由 于 已 知 实 二 次 域 QCY 2 ) 的 类 数 等 
于 1, 所 以 运用 定理 4.4.1 ۵9 UE BH مع کر‎ JA ) 4. 5.340 5[ 19 n >> 
482885 iX — 5j (4.5. 33) F SHAR. 综 上 所 述 可 知 方程 组 
(4. 5. 29 BUB REG y m 0) =(7,20,1,2). 定理 证 完 . 


§ 4.6 方程 f(z,y)=0 


Kn EERS n 次 多 项 式 
fQGY) = >, a XY € QUX,Y] (4.6.1) 


此 时 ,曲线 
f: f(X,Y) —0 (4. 6. 2) 
称 为 有 理 代数 曲线 . 讨论 有 理 代数 曲线 上 有 理 点 的 基本 性 质 是 算 
术 代数 几何 的 主要 内 容 之 一 , 它 与 高 次 丢 番 图 方程 有 着 直接 的 联 
系 . 
对 于 给 定 的 次 多 项 式 (4. 6. D ,存在 唯一 的 n 次 齐 次 多 项 式 
F(X,Y,Z) = رج‎ ajXY/Z79 € QUX,Y.Z] (4.6.3) 


WE F(X,Y, D=f(X,Y). 如 此 的 曲面 

F: F(X,Y,Z) =0 (4. 6. 4) 
称 为 曲线 f 的 射影 曲面 .同时 ,曲线 了 称 为 曲面 F 的 仿 射 曲线 .如 
RAM FEIS p 王 p(X,Y,Z) 适 合 


aF| _ aF| _ aF| _ 
aX|, 2۴۱ 2|, ° (4-6-5) 
则 称 p 是 下 的 奇 点 .此 时 ， 
g-lo-0DG-2- De) (4. 6. 6) 


称 为 有 理 代数 曲线 了 的 亏 数 ,其 中 vp) 是 与 曲面 上 的 奇 点 p 有 
关 的 正 整数 ,“ 之 "表示 “对 曲面 F 上 的 所 有 奇 点 o RA”. GH ہر‎ 
是 个 非 负 整数 , 它 是 衡量 有 理 代 数 曲线 /上 有 理 点 分 布 的 复杂 性 
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的 重要 标志 . 
包括 椭 回 方程 和 超 椭 贺 方 程 在 内 的 许多 二 元 和 三 元 齐 次 方程 
分 别 是 方程 
fG,» —0,5,»€Z (4. 6. 7) 
以 及 
zy) 一 0zyE © (4. 6. 8) 
的 特例 . 当 gr 一 0 时 ,/ 称 为 单 向 曲线 . 此 时 ,如 果 方 程 (4. 6.7) 有 
fF (x پر‎ WU 5تل کا‎ 7 0 SH RO. e = 1 时 ,了 称 为 椭圆 曲线 . 
Xİ BE , Mordell I% 1922 年 解决 了 Poincaré? E Ay — 1-38 38 , 
即 证 明了 : 当 g,—1 时, 如果 方程 (4.6.8) 有 解 (z,y), 则 方程 
(4.6.7) 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y), 方 程 (4.6.8) 有 无 限 多 组 解 (z， 
2), 而 且 该 方程 的 所 有 解构 成 一 个 有 限 生成 的 Abel 群 . 同时 ， 
Mordell0 对 亏 数 大 于 1 的 有 理 代 数 曲 线 提出 了 下 列 猜想 : 
猜想 4.6.1 当 gr>1 时 ,方程 (4.6.7) 仅 有 有 限 多 组 解 (z， 
y). 
3838 4. 6. 2 当 8gr>1 时 ,方程 (4.6.8) 仅 有 有 限 多 组 解 (z， 
y). 
1926 年 ,Siegelt9 运 用 丢 番 图 逼近 方法 证 实 了 猜想 4. 6. 1. 此 
后 ,猜想 4. 6. 2 称 为 Mordell 猜想 . 这 是 一 个 相当 困难 的 问题 , 直 
到 1983 年 才 由 Faltings"5 运 用 算术 代数 几何 方法 加 以 解决 . 由 于 
很 多 令 人 感 兴趣 的 三 元 高 次 方程 都 与 方程 (4.6.8) 有关, 所 以 
Faltings 的 工作 使 得 这 方面 的 研究 获得 了 突破 性 的 进展 . 例如 ,本 
书 在 前 面 提 到 的 Fermat 猜想 就 是 要 证 明 : 当 2253 时 ,方程 
r'oy'-—zux.,yz © Noged(z,y,z) =1 (4.6.9) 
EC, yz). WE FCX,Y,Z)=X"+Y"—Z". 此 时 ,曲面 的 仿 射 
曲线 是 f: f/OUXY0—X'-Y'—-1-0. 由 于 曲面 上 没有 奇 点 ,所 
以 当 مر‎ <4 时 ,曲线 f 的 亏 数 gj== — 1) -م)‎ 2(/2<1. 因此 ,根据 
Faltings 的 结果 可 知 此 时 方程 
z*+y=1,7,yEQ (4. 6. 10) 
仅 有 有 限 多 组 解 (z,y). 由 此 可 知 :对 于 给 定 的 正 整 数 n4 ”之 4 
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时 ,方程 (4. 6. 9) 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,z). 这 是 当时 有 关 Fermat 
猜想 的 最 好 结果 . BET Granville?" , Darmon 和 和 Granville) Xt E 
述 结果 作 了 进一步 的 推广 . 设 abse 是 互 素 的 正 整数 ,r,s,t 是 大 
于 1 的 正 整 数 .他们 证 明了 : 当 1/r 十 1/s 十 1/t 过 1 时 ,方程 

az’ Hby لوم ع‎ ,ry,ZEN,gcd(r,y,z)=1 (4.6. 1D 
仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,z). 上 述 结 果 解 决 了 Tijdeman" 9 e h رق‎ — 
个 猜想 . 

同时 应 该 指出 :由 于 Faltings 在 文献 [32] 中 有 关 Mordell 狂 
想 的 证 明 是 非 实效 性 的 ,所 以 由 此 无 法 得 出 方程 (4. 6. 8) 的 解数 和 
解 的 可 有 效 计 算 的 上 界 . 1990 AER, Vojta RE 38 PEG Jr 77 
法 和 算术 代数 几何 中 的 相交 理论 引入 了 Mordell 猜想 的 研究 ,从 
而 给 出 了 一 个 实效 性 的 证 明 . 此 后 ,Bombieric*1 , Faltings??18& A jit 
一 步 简化 了 Vojta 的 证 明 . 根据 上 述 工作 ,可 以 对 方程 (4. 6. 8) 的 
解数 得 出 可 有 效 计 算 的 上 界 ,有 关 这 方面 的 进展 情况 可 参考 文献 
[34],[45],[113]. 

以 下 考虑 (4. 6. 1) 中 的 f(X,Y) 是 在 Q 上 不 可 约 的 二 次 整 系 
数 多 项 式 的 情况 . 1970 年 ,Baker 和 Coates!*!3z JH Gel'fond-Baker 
方法 证 明了 : 当 gy 二 1 时 ,方程 (4.6.7) 的 解 (z,y) 都 满足 max 
Cizl, Iy D «exp exp exp( (Hw | . 1992 4E, Schmidt? 3& E 
述 结果 改进 为 جدہ >>( ا | , اعد ا )عمط‎ ) C, Hf") .这 是 目前 在 g,— 
1 时 已 知 的 最 好 结果 , 它 的 证 明 用 到 了 代数 函数 域 的 算术 性 质 ( 参 
见 文献 [89],[90]). 另外 ,对 于 o>] 的 情况 ,这 仍 是 一 个 尚未 解 
决 的 问题 . 

设 多 项 式 (X,Y) PREC XY 的 最 高 次 数 分 别 是 ris. 
1887 年 ,Runge*"1 运 用 代数 函数 的 Puiseux 展开 式 (参见 文献 ， 
[84 D it T Jr REG. 6. 7) 解 数 的 有 限 性 问题 . 他 证 明了 :如 果 该 
方程 有 无 限 多 组 解 (z,y), 则 下 列 条 件 必 定 同时 成 立 : 

DIX SY) PARTE XY 的 最 高 次 项 分 别 为 as X" as Y. 

Gi)fA(X,Y) 中 的 每 个 项 a; XY 的 次 数 都 满足 rj n کی‎ 

(站)fA(X,Y) 中 适合 xj 十 si 二 rs 的 项 之 和 
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AQOGY) = >) ajXY! (4. 6. 12) 


rjtsi-rs 


必 为 非 零 整数 与 Q@ ٠-7۸۸ 5) 20 SHARD HH 38:81 A SU AX, 
了) 称 为 /(X,Y) 的 首 型 . 

1969 Æ , SchinzelU? Xt Runge 的 结果 作 了 重要 改进 ,他 指出 
上 述 的 条 件 (ii) 可 以 加 强 为 ; 

G'S AX, HRN AX, YRR ag X,Y), HP a È 
非 零 整数 ,g(X,Y) 是 二 元 一 次 原型 或 判别 式 小 于 0 的 二 元 二 次 原 
Hl,d-—gcd(Gr,s). 

从 上 述 结果 可 知 ,如 果 A(X,Y) 不 满足 条 件 (), Gi), Gi sx 
(二)' 中 的 任何 一 条 , 则 方程 (4. 6. LAA ئڑ‎ 208 ry). l= 
min (r5) ,m— max Cr ,s). 1983 年 ,Hilliker 和 Straust3 证 明了 :此 
时 方程 (4. 6.7) 的 解 (z,y) 都 满足 


4CGH , 十 1(2, لا‎ l = 1 时 ， 
max( |z|, | yl) > om! (4. 6. 13) 
(8mH,)" 11H. 


上 述 结 果 的 证 明 用 到 了 Puiseux 展开 式 的 定量 形式 
Eisenstein 定理 (参见 文献 [29]). Bir, Walsh"! 38 GrytezukU?! 
根据 Coates"?! , Hilliker 和 Straus** , Schmidt"?! , Dwork 和 van 
der Poorten"*)4& A £j X Eisenstein 定理 中 某 些 常数 的 估计 改进 了 
ERA. 6. 13). fal on , GrytczukC? gEBH T m fA(X,Y) 中 的 未 定 
TX Ai & ARLE , 则 方程 (4. 6.7) 的 解 (z,y) 都 满足 

Iz| s ) فوقرتاج‎ Hp) "ters, 

yl (Prsa wD, qos qo 
WR AEG BABAR AF Gi) BR Git) A RI 75 

lx | >> (2"m°H,) 16f5ms(r+2)(s+2) 1 

Ly] < (Em H;) hme er), (4. 6. 15) 

1922 年 ,Skolem5s5 运 用 消 元 法 重新 证 明了 Runge 的 上 述 结 

果 . 1991 年 ,Grytczut 和 Schinzel" 32 $ T Skolem 的 证 明 , 并 且 
根据 这 一 思路 给 出 了 方程 (4. 6.7) 的 解 的 另 一 类 上 界 . 他 们 证 明 
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了 :如 果 A(X,Y) 中 的 未 定 元 X 不 适合 条 件 (i), 则 该 方程 的 解 (z， 
>) 都 满足 


EZ 


« (G ل‎ DG 4 DGs + 1Y^H;) Bto? 
Iy| >> (G ع‎ DG + DGs + D^H;) zeto, 


(4. 6. 16) 
如 果 条 件 (i) 成 立 但 条 件 (ii) 不 成 立 , 则 有 
[x | < ( Cars" H p) mme 
ly] < (Crs D/H) ttn, (4. 6. 17) 
8rs/d Fg 5755 کیو‎ /1284- d? /r ۱ 
le] > (Gs) 7) "n 


ly} >> ) (rs) "4 H,) srt وه جهو‎ 
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SAR ”指数 型 超 椭圆 方程 


mon BIKE ml, n> 以 及 m> 的 正 整数 ;又 设 f(X) 
€ ZLX Ji m 次 多 项 式 . WMR m Kn 是 未 知 数 , 则 形 如 
f(x) = y" 
的 方程 及 其 推广 形式 统称 为 指数 型 超 椭圆 方程 ,很 多 近年 来 讨论 
较 多 的 丢 番 图 方程 都 属于 这 一 类 型 . 本 章 将 介绍 Gel’ fond-Baker 
方法 在 此 类 方程 中 的 应 用 . 


$5.1 方程 Dix?^ t Di—6y' ,0€ {1,2,4} 


设 刀 是 正 整数 . 方程 
2+D=y يو , عدو‎ nE€lisged(x,y)=1,n>2 (5.1. D 
是 一 类 最 基本 的 指数 型 超 椭圆 方程 . 近 百 年 来 , Lebesgue, 
Stórmer, Nagell, Ljunggren, Blass, Steiner, Aigner, Brown, 
Cardell, Wren , Cohn 等 人 先后 对 此 进行 了 大 量 的 研究 . UE ) د‎ y, 
n) 是 方程 (5. 1. 1) 的 一 组 解 . 如 果 n 有 大 于 2 的 真 约 数 RU Cr. 
y“,Qd) 也 是 它 的 解 . 因此 ,为 了 叙述 简便 ,这 里 用 不 同 的 x 值 来 表 
示 方 程 (5.1.1) 的 所 有 解 . 
首先 考虑 一 类 比较 简单 的 情况 . 现在 假定 D 是 适合 D 关 7 
(mod 8) 的 无 平方 因数 正 整 数 ,而 且 虚 二 次 域 炙 = 人 @( /—D) کا مغ‎ 
数 hx 二 1. 此 时 Ox 中 的 代数 整数 满足 唯一 分 解 定理 . WE Cr y 003 
方程 (5. 1. 1) 的 一 组 解 . 24 2|n 时 ,从 (5.1.1) 可 得 y"? --z— D, 以 
及 y “一 + 二 Ds, 其 中 D, ,Di BIA D,D,=D 以 及 D >D, 的 正 整 
数 . 由 此 可 得 


)5.1.2( ہج سے مر 


* 160* 


XT 48 E BS DD, 可 从 (5.1.2) 求 得 方程 (5. 1.1) 所 有 适合 2|” 的 解 . 
当 2inkt ول‎ n2 2 , BEA m baa RAM p. 此 时 (zy 六) 也 
是 (5.1.1) 的 解 . 因此 不 妨 假 定 n BA RM. EMA n 2 以 及 DD 
#7(mod 8) 可 得 21 y. 由 于 xz 十 VY 一 D,z 一 /—D € Ox iB C5. 
1. DAS Ok 上 的 理想 数 方程 

[z+ v 二 万 |[z د‎ v 一 万 ]= [了 (5. 1. 3) 
A ACH 2] ALA gcd([z 十 V. —D ];[x— 4-Dp-nxB hx 
一 1, 故 从 (5. 1.3) 可 得 


r+ V¥—D=(at+b v 一 万 ) "或 «EE YD 0 
D ع‎ 3(mod 8), (5.1. 4) 
其 中 a,6,a' ,分别 是 适合 
a? + DP? = y,gcd(a,b) = 1 (5.1. 5) 
以 及 
a" + Db” = 4y,gcd(a' ,b') = 1,a' = = 1 (mod 2) 
(5. 1. 6) 
的 整数 . 


因为 ”是 奇 素数 ,所 以 根据 Lucas 数 的 基本 性 质 可 知 : (5. 1. 
4) 中 的 后 一 种 情况 仅 当 ”= 3 时 才 可 能 成 立 . 此 时 从 (5. 1. 4) 可 得 
b — El 以 及 3a”* 一 D= 土 8. 于 是 从 (5.1.4),(5.1.6) 可 知 ; 当 且 
仅 当 存在 正 奇数 * 可 使 D=35: 圭 8 时 ;方程 (5. 1. DERCE, y n 
— Gs ل‎ 2 , 371354 (65.1. 4) 中 的 后 一 种 情况 . 

对 于 (5.1.4) 中 的 前 一 种 情况 ,可 得 5 一 士 1 以 及 


n 


1 


acil 8 (一 Dat $ oe $ (5 C- DOP? — 1, 


(5.1. 7) 
因此 从 (5.1.4),(5. 1. 5) BY ATI :此 时 方程 (5. 1.1) 有 解 的 充 要 条 件 
是 存在 正 整 数 a 以 及 奇 素数 ”满足 (5.1. 7). 当 此 条 件 成 立时 ,该 
方程 有 解 
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r= 


zl 


(— D)a"? 十 "me 十 | n Jc D)" Pa 8 
n —]1 


ya! +D. (5.1. 8) 
运用 初等 数论 方法 ,可 得 (5. 1.7) 成 立 的 一 些 条 件 ( 参 见 文献 [36]]， 
[37], [38], [108 D. 根据 这 些 条 件 ,可 在 hc 1 的 情况 下 得 出 以 下 
结果 : 当 D=1,3 或 43 时 ,方程 (5. 1.1) 无 解 ; 当 D==2,11,19 或 
67 时 ,该 方程 分 别 仅 有 解 (z,y,n) 二 (5,3,3),(x,y,n)= 二 (4,3,3) 
和 (58,15,3), Gr, y 72 — (18, 7.3) $80(22434,55, 50 BÀ Cx y n2 
一 (110,23,3)538]. 

从 本 书 $1.5 节 可 知 : 当 且 仅 当 五 =1,2,3,11,19,43,67 或 
163 时 ,DD 满足 DzÉ7 (mod 8) 以 及 Ar 一 1. 根 据 前 面 提 到 的 结果 ， 
还 须 考虑 D= 163 的 情况 . 最 近 , 乐 茂 华 "i 运用 Gel’ fond-Baker 
方法 证 明了 此 时 方程 (5. 1. 1) 无 解 . 利用 这 一 方法 , 乐 茂 华中 还 证 
明了 以 下 更 一 般 的 结果 ，: 

定理 5.1.1 设 DD 是 正 整数 ,h( 一 4D) 是 判别 式 等 于 一 4D 的 
二 元 二 次 原型 的 类 数 . لمم ) 7غوط كلد‎ 8) Hn BIBS n1h( 一 4D) 的 
奇 素数 时 , 必 有 

(GD 如果 n=3, WFG. 1.1) 仅 当 D=3 3-1, ta BEX 
THOSE BC, yon) = (22? a, 4a 3-1, 32. 

(ii) 如 果 n=5, WALH D ع‎ 19 或 341 时 有 解 (x,y,n) = 
(22434,55,5) DÀ Gr y n2 = (2759646,377 ,5). 

(iii) 如 果 ”一 7, 则 方程 (5. 1. DE, ysn). 

GVWR n2 7 , WVA nC. 此 时 若 方程 (5.1.1) 有 解 (z,y， 
n), 则 存在 适合 (5.1.7) 以 及 


a= EI EMISH, (5.1.9) 


<tr 5,10) 
v J/@+DyY—D 
的 正 整 数 a, 可 使 x、y 满足 (5. 1.8). 
证 因为 D 关 7(mod 8) 且 n 之 3, 所 以 方程 (5. 1. 1) 的 解 (x,y， 
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a 一 و‎ 


mia? 21 y. 又 因此 时 方程 
X! + DY? = y’,X,Y,Z € Z;,ged(X,Y) ع‎ 1,2 < 0 
(5.1. 11) 
882 )16 ,77 , 2 ( = (251.0), RE SIE 1.5. 1 可 知 : 当 是 适合 
n1h( 一 4D) 的 奇 素数 时 , 必 有 
z+ 4— D ے‎ Ala t hb /— DY,À,À € (— 151}, 
(5. 1. 12) 
HP a,b 是 适合 (5. 1.5) 的 正 整数 . 从 (5. 1. 12) 可 得 O=1 Han 
满足 (5.1.7) 38 r.y 适合 (5. 1. 8). 
4 n=3 时 ,从 (5. 1.72, €5. 1. 8) 直 接 可 得 结论 (i). ك‎ n=5 8 
7 时 ,从 文献 [13] 和 [14] 分 别 可 得 结论 (ii) 和 Ciii). 
پا‎ »7H[.iE 
e=a + V-D, =a- /— D. (5.1.13) 
MG. 1.22, €. 1. 132 8] (8 
ہے‎ 
€ — € 
于 是 ,根据 定理 1. 8. 1, 从 (5. 1. 14) 可 知 کے کور‎ 
从 (5.1.8),(5.1.13) 可 知 存在 实数 9 可 使 


一 1, (5. 1. 14) 


e= Vye Tea Jye I, (5. 1. 15) 
因为 从 (5. 1. 8) 可 得 
ه‎ > sind - ل‎ <1, )5.1.16( 
所 以 不 妨 假定 9 满足 /ج >8 کہ‎ 2. 又 从 (5. 1. 140 8] An 
. [D 
0 « [sin an0| = FIr (5.1.17) 
BEA (5. 1.16), (5.1.17) 9 
no = kr + م‎ CN bcd, (5.1.18) 


其 中 9 是 适合 


* 163* 


[sin «| = mec lp] «8 (5. 1. 19) 


的 实数 .因为 从 (5.1.8),(5.1.16),(5. 1.18) 可 知 
= /y— D = ,/ 9و7[‎ = VDerg| ^ e £], 


(5. 1. 20) 
BU C5. 1.17) , C5. 1. 200 RT ALIE BW a 适合 (5. 1. 9) 和 (5. 1. 102. 
由 此 可 得 结论 (iv). 定理 证 完 . 
综合 运用 上 述 方法 ,可 以 对 较 小 的 万 求 出 方程 (5. 1. 1) 的 全 
部 解 . 当 D<100 时 ,目前 已 对 除了 
D = 7,15,18,23,25.28,31,39.45.47,55,60, 
63,71,72,79.87,92,95,99,100 (5.1.21) 
以 外 的 79 个 DD 信和 解决 了 该 方程 的 求解 问题 有 关 这 方面 的 详细 
情况 可 参见 文献 [38J 和 [122]. 

从 (5.1.21) 可 知 ,在 这 些 尚 未 解决 的 情况 中 ,包括 了 所 有 适合 
Dx:100 以 及 D=7(mod 8) 的 吃 值 .这 是 因为 当 D=7(mod 8) 时 ， 
方程 (5. 1. 1) 可 能 有 适合 2|y 的 解 . 由 于 到 目前 为 止 还 没有 解决 此 
类 情况 的 有 效 而 简便 的 方法 ,所 以 这 是 一 个 相当 困难 的 问题 . 在 这 
Jr ii . CohnU9 88 ze d iH , 

38385. 1.1. 当 D=7 时 ,方程 (5.1.1) 仅 有 适合 ےج‎ 13+ 
11 和 181 的 解 (zx,y,n). 

对 此 ,从 文献 [108] 可 知 ; 当 D—7 时 ,方程 (5. 1. 1) 没 有 适合 
21y 的 解 (z,y,n). 最 近 , 乐 茂 华 [%*l 运 用 Gel’ fond-Baker 方法 证 明 
了 :此 时 该 方程 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,n) 适 合 21y, 而 且 这 些 解 都 
满足 n<i5 ٠ 10° 以 及 y«exp exp exp 30. 此 文中 的 方法 还 可 以 用 
来 讨论 其 它 适合 D=7(mod 8) 的 情况 . 

对 于 一 般 的 正 整 数 DD, 设 hx EE-E K=) H 
数 . 1968 Æ , Aigner” té £538 للم‎ , 

猜想 5.1. 2 当 4|DD 且 DA 无 平方 因数 时 ,方程 (5.1.1) 没 
有 可 使 ”为 适合 n3 WR nthe ۵9 25 75200 Ge yn). 
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1993 Æ , kj 4p U59 iz H Gel’ fond-Baker 方法 基本 上 解决 了 
上 述 猜想 . 他 证 明了 : 当 DC, 时 ,该 猜想 是 正确 的 . 这 一 结果 不 
难 推广 为 以 下 更 一 般 的 定理 . 
定理 5. 1. 2 24 D—2" D, KP m 是正 整 数 ,D, 是 无 平方 因 
数 正 整 数 时 ,如 果 D>C, 7; £5. 1. RAIS 273 以 及 ged 
(n,2hx) 二 1 WRC, ysn). l 
证 ”由 于 在 题 设 条 件 下 ,方程 (5. 1.1) 的 解 (x,y,n) 都 满足 21 
y:21 7 以 及 gcd(apx) 一 1, 故 从 本 节 前 面 的 分 析 可 得 
z +2" N — D, = hfa + ib S p] hh € C7 1,1). 
(5.1. 22) 
其 中 的 a, 是 适合 
a! + Dj! = y,gcd(a,5) = 1 (5. 1. 23) 
的 正 整 数 . AW 21 n A D—2" D, JA C. 1. 22) 5 54 ”2م‎ Ha 
满足 (5.1.7). 设 ss 适合 (5.1.13). 从 (5.1.7) 可 知 此 时 (5. 1. 14) 
成 立 , 故 从 定理 1. 8. 1 可 得 <C,. 同 时 ,由 于 从 (5. 1. 7) 可 知 کچ ہر‎ 
5, MAR 027. 因此 ,根据 定理 2. 1.1, 从 (5.1.7) 可 得 D<max(a’, 
D)«C, GO) «C,. 定理 得 证 . 
设 رص رط‎ 是 互 素 的 正 整 数 ,6E (1,2,4). 方程 
Diz + D, = 0y',x,y,n € N,gcd(r,6y) = 1,n < 2 
(5. 1. 24) 
是 方程 (5.1. 1) 的 自然 推广 . 本 节 提 到 的 方法 都 可 以 用 来 讨论 此 
类 方程 ,有 关 这 方面 的 早期 工作 可 参见 文献 [84], 运 用 Gel’ fond- 
Baker 方法 得 到 的 结果 可 参见 文献 [28],[29],[30],[79],[83]， 
[84],[97]. 


K=Q(V 一 DiD,). 讨论 方程 (5. 1. 24) 的 一 个 重要 意义 是‏ جلا 
它 与 类 数 hx 的 可 除 性 之 间 的 联系 . BM, Cowles’), Gross 和‏ 


Rohrlich™*, 陆 洪 文 "1 等 人 先后 运用 算术 代数 几何 方法 和 代数 数 
论 方法 证 明了 : 当 D, 二 1 H D 是 适合 
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1+ Dia? = 4k" ,a,kon€ Nik 1,71 (5.1.25) 
的 无 平方 因数 正 整数 时 ,如 果 a 一 1 MA kon 均 为 奇 素 数 , 则 必 有 
hx 三 0(mod n). 文献 [80] 将 适合 (5. 1. 25) 的 整数 组 (a,k,n) 看 作 
是 方程 (5. 1. 24) 在 D,—1 且 O=4 时 的 一 组 解 . 于 是 ,根据 引 理 1. 
5.1, 运 用 初等 方法 得 出 了 一 般 性 的 结果 ; 当 D, 23,D;—1H D, 
适合 (5.1.25) 时 , 必 有 

of mod Hi , قلا‎ (D, akan) = (0,32, Bf, 


mod $| 4 2۱ Ha=aanai—Diai — (5.1.26)‏ |ہ ےم 


=(—1)'2,a,,a,EN Bj, 
Omod 2) ,其 它 情况 . 
根据 上 述 结果 可 以 直接 推 知 ;对 于 任何 正 整 数 ”存在 无 限 多 个 虚 
二 次 域 کر‎ 可 使 hk=0 (mod n), 而 且 还 可 以 具体 构造 出 这 样 的 虚 
二 次 域 . 值得 注意 的 是 ,在 此 之 前 有 关 该 结果 的 非 构造 性 证 明 要 用 
到 Hilbert 类 域 论 方面 的 知识 5 . 关于 方程 (5. 1. 24) 与 虚 二 次 域 
类 数 可 除 性 方面 的 新 近 结 果 , 可 参见 文献 [28],[29],[30],[79]， 
(83].[84].[86]. [93 ]. [97]. 
对 于 方程 
x5—D-—y,x,ypne€llgd(GiG;,y-—1,y2 1,522, 
(5. 1. 27) 
ہلا‎ D 是 平方 数 时 ,运用 Gel' fond-Baker 方法 很 容易 证 明 该 方程 解 
数 的 有 限 性 ,并 能 具体 算出 解 的 上 界 . 此 时 D=a’, 其 中 a 是正 整 
数 . 设 (x,y,n) 是 方程 (5. 1. 27) 的 一 组 解 . 如 果 21 y, 则 从 (5. 1. 
27) 可 得 ”رح م دج‎ UR x—a-—y KH yo» 是 适合 my 一 > 的 
正 奇数 . 由 此 可 得 
Yi — yi = 2a. (5. 1. 28) 
因为 وبر 2س بو - ہر‎ tor tye te b02437 uA C. 1. 
28) 275 n<CologD. 
-如果 2| y. کیل لال‎ 1. 27) 可 得 
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|l» — y= a, (5. 1. 29) 
其 中 MEN ZI 是 适合 2yiys 一 y 的 正 整数 . KG. l. 29) af 0 


0 < n log X 一 (n - Dlog2| > 
2 


4a 
Mae وبر‎ 
(5. 1. 30) 
同时 ,根据 (1. 8. 12) 可 知 


n log P — (a — 2)log 2|>— Cellog y,) (log n). 
2 


log 


(5.1. 31) 
25 6 C5. 1. 30), C5. 1. 31) 亦 可 得 n—C;,logD. 
34 DD 为 非 平方 数 时 ,由 于 方程 (5. 1. 27) 的 求解 过 程 通常 会 涉 
及 实 二 次 域 &( VD ) 中 的 单位 数 ,所 以 这 是 一 个 比较 困难 的 问题 . 
此 时 ,运用 定理 3. 2. 1 的 证 明 方 法 可 知 :该 方程 仅 有 有 限 多 组 解 
Cry n ER 21 y, 而 且 这 些 解 都 满足 n<C, VD (ogD)*. 
设 D, D: 是 互 素 的 正 整数 ,6E (1,2,4}. 对 于 方程 
Diz’? — D,= "نون‎ ,x,y,n © N,ged(D,x,D,y) 
=ly>i1,n>2, (5. 1. 32) 
至 今 还 未 见 到 一 般 性 的 结果 . 设 D=D,D,,K=Q(¢ VD). 该 方程 
适合 ged n hk) —1 的 解 (z,y,n) 显 然 与 类 数 hx 的 可 除 性 有 关 . 
例如 , Tanahashi fü ft HE SCE BET 4 D, 无 平方 因数 且 D, 
=] 时 ,如 果 存 在 正 整 数 a,k,n 适合 
Da’ — 1 = 4”,k>1,m>1, (5. 1. 33) 
Jil 34 a=1 f, VA hk=0(mod m). 由 于 当 D,=1 BD, 适合 (5. 
1. 33) 时 ,方程 (5. 1. 32) 在 0— 4 8۳75 8# Ge yn) =(a,k, 2m). A 
بالا‎ , AR EEUU ESL BE 1. 5.1, 运 用 初等 方法 证 明了 ; 当 a>1 目 
asn 满足 某 些 条 件 时 , 必 有 بر‎ —0(mod m) a hx=0(mod m/2). 根 
据 这 一 结果 ,可 以 对 任何 正 整 数 , 构 造 出 无 限 多 个 类 数 hx 满足 
Ax=0(mod n) 的 实 二 次 域 K. 关于 上 述 命题 的 非 构 造 性 证 明 是 由 
Osada "运用 代数 数论 方法 得 到 的 . 有 关 利 用 方程 (5. 1. 32) 来 讨 
论 实 二 次 域 类 数 可 除 性 的 新 近 结 果 可 参见 文献 [31], [218], 
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[219]. [220]. 

从 总 体 来 看 ,方程 (5.1.1) 和 (5.1. 27) 除 了 与 二 次 域 类 数 的 可 
除 性 问题 有 关 以 外 ,研究 它们 的 另 一 项 重要 意义 是 讨论 正 整数 中 
56 رر‎ RE RAE. 如 果 正 整数 k RM a’ Pad 都 是 大 于 1 的 整 
数 , 则 称 是 一 个 完全 方 军 . 关于 两 个 完全 方 罕 的 差 ,Erd6s 曾经 
提出 以 下 两 个 猜想 (参见 文献 [63] 中 的 问题 D9): 

猜想 5.1.3 ”存在 无 限 多 个 正 整数 DEE D 不 能 表 成 两 个 
EH RYE. 

猜想 5.1.4 Bla} dé d جك 55 11ج‎ 3# 111 RY CR ,其 
PaL RH a a, Can 5 (n —1,2,*). 

这 是 两 个 相当 困难 的 问题 ,至 今 仍 未 见 到 解决 的 迹象 . 显然 ， 
若 能 证 明 对 于 给 定 的 正 整数 万 ,方程 (5.1.1) 和 (5. 1. 27) 均 无 解 ， 
则 此 时 D 不 能 表 成 含有 平方 数 的 两 个 完全 方 军 之 差 . 这 对 于 猜想 
5.1. 3 的 解决 有 一 定 帮 助 . 


$5.2 方程 zx: 十 D” 一 y” 


RD HARRAH REM. HE 
تر‎ D” = y",zr,y,m,n € Ny ged(z,y) = 1,2 > 1 
(5. 2.1) 
是 方程 (5. 1. 1) 的 直接 推广 . 由 于 该 方程 比 (5. 1.1) 多 了 一 个 未 知 
数 ,所 以 它 的 求解 比较 困难 . 目前 仅 对 一 些 较 小 的 D 值 找 出 了 该 
Tr RBS & RAE Ge نوو‎ m n). 
3$ D—2 时 ,方程 (5. 2.1) 可 写成 
z + 2” رہ "واج‎ mn E€ N,gcd(z,y) — 1,n 2» I. 
(5. 2. 2) 
对 此 ,Ljunggren"*"1 证 明了 :方程 (5. 2. 2) 仅 有 解 (x,y,m,n) 二 (5， 
3,1,3) 适 合 m— 1. Nagelln”31 证 明了 ;该 方程 仅 有 解 (x,y,m,n) — 
(11,5,2,3) 适 合 m — 2. Toyoizumir*J 证 明了 ;该 方程 仅 有 解 (x， 
y mn) 二 (5,3,1,3) 和 (11,5,2,3) 适 合 n=3. 上 述 结果 的 证 明 用 
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到 了 初等 数论 方法 和 代数 数论 方法 . 1986 4E , BRO BAR 77 
已 经 找 出 了 方程 (5. 2. 2) 的 全 部 解 ,但 是 迄今 尚未 见 到 该 结果 的 详 
细 证 明 . 此 后 ,Cohnc5 运 用 初等 方法 证 明了 :方程 (5. 2. 2) 仅 有 解 
(r,yim,n)— (5,3,1,3)510(7,3,5,4)3&8 & 2 | m. KROES RH 
Gel’ fond-Baker 方法 证 明了 :方程 (5. 2. 2) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,yy， 
mn) 适合 21m, 并 且 给 出 了 这 些 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 . 最 近 , 乐 
BEA AER KARO 综合 运用 各 种 方法 ,完整 地 解决 了 该 方程 的 求解 
问题 . 它们 证 明了 : 

定理 5.2.1 方程 (5. 2. 2 UBI 4 28# ) يد‎ y m 00 — (3.5.4, 
2),05.3,1,32, (7,3, 5,4) 80 C11,5,2, 32. 

证 设 (zx,y,m,n) 是 方程 (5.2.2) 在 题 设 以 外 的 一 组 解 . 从 文 
献 [35j],[128j] 可 知 该 解 满足 2 m. WR m2 45 X B XC [ 96 77 AL n 
是 适合 23x:n« 43728 以 及 n2 7 (Qnod 8) 的 奇 素数 ,而 且 

yy 一 4 十 2”， (5. 2. 3) 
其 中 a 是 适合 


(2—1)/2 


i] n 
3 ات‎ 


gne-ti- Usi ہے‎ (5.2. 4) 


的 正 奇数 . | 
运用 初等 数论 方法 ,从 (5. 2.4) 可 知 m 满足 3|m; 又 用 定理 5. 

1.1 的 证 明 方 法 可 知 (5. 2. 3) 中 的 正 奇数 a 满足 

tg 好‏ ے27 


n 


>> وہ‎ 
na 


由 于 借助 计算 机 可 以 验证 : 当 n<43728 H 9ء۸‎ 时 ,任何 正厅 
数 a 都 不 满足 (5. 2. 5). 因此 有 m/222102,3E AMG. 2.3) 可 知 y 
227". 于 是 ,根据 引 理 1. 8. 3, 从 (5. 2. 4) 可 得 n<3816. 
另外 ,运用 初等 数论 方法 可 知 :如 果 (5. 2. 4) 成 立 , 则 Pell 方 
程 
u? — n? = l,u,v EZ (5. 2. 6) 
的 基本 解 uu Vn 满足 27 DE 然而 借助 计算 机 可 以 验证 : 当 n 
是 适合 n=7 (mod 8( کو مز لیا‎ 3816 时 ,方程 (5. 2.6) 的 基本 解 都 不 
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满足 上 述 条 件 . 由 此 可 知 方程 (5. 2. 2) 仅 有 题 设 中 给 出 的 4 组 解 . 
定理 证 完 . 

运用 定理 5. 2. 1 的 证 明 中 用 到 的 方法 ,可 以 对 一 般 的 DD 讨论 
方程 (5. 2. 1) 的 求解 问题 . 例如 ,Brown'*' 引 运用 初等 数论 方法 和 
代数 数论 方法 证 明了 : 当 D=3 时 ,方程 (5. 2. 1) 没 有 适合 21m 的 
解 (z,y,m,n). 但 是 人 们 至 今 尚未 找 出 它 的 全 部 解 . 对 此 我 们 有 以 
下 猜想 : 

猜想 5.2.1 34 D—3 Bt, WEG. 2. D DUB 8# ) 32 y mn) = 
(46,13,4,3). 

B DD, 是 互 素 的 正 整数 ,其 中 D.>1,D.>1,D, 为 非 完全 


JE RW رو مل | © -ع1‎ | 1995 年 , 乐 茂 华 "运用 Gel! fond- 
Baker 方法 讨论 了 更 一 般 的 方程 
Dx? + Dr= Ay ,x,y,m,n € N,ged( Dix, Day) 
—]aI. (5. 2. 7) 
他 证 明了 : 当 max(D,,D,)>C, 时 ,方程 (5. 2. 7) 没 有 适合 n>5 以 
及 ged (nshx)=1 Bf Cro y m.2;: 24 max (D, Dj) «C, 时 ,该 方 
程 适合 gcd On he) — 1 的 解 都 满足 <C:. 关于 上 述 结 果 中 的 常 
数 ,文献 [93] 具 体 算 出 :C:<8. 10°. 此 后 ,Mignotte020 将 此 改进 
为 C:<<52000. 由 于 至 今 仍 未 发 现 方程 (5. 2.7) 有 适合 5<م‎ 以 及 
gcd(a she) =1 的 解 ,所 以 我 们 有 : 
猜想 5.2.2. ”对 于 任何 互 素 的 正 奇 数 Di,D:,, 方 程 (5.2.7) 都 
没有 适合 n5 以 及 لعع‎ )» he) 1ع‎ 8386 xy msn). 
对 于 方程 ( 5. 2. 1) 的 另 一 类 推广 
px? + 2"= yr ym € N,gcd(r,y) 
—-Lb€r, (5.2. 8) 
Brown”! ,Rabinowicz04 等 人 运用 代数 数论 方法 证 明了 :该 方程 
RAC, y m. p) 7 (21,11,3, 2i& & p —3. RARE 运用 Gel' - 
fond-Baker 方法 解决 了 它 的 一 般 情况 . 他 证 明了 :方程 (5. 2. 803€ 
有 适合 p>3 80# ) 2 و‎ ym, p). 
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关于 方程 
x? — D"= y',x,y,m,n ) N,ged(z,y) 
=ly>lam>2, (5. 2.9) 
因为 利用 现 有 方法 进行 讨论 时 会 涉及 实 二 次 域 &( VD ) 中 的 单位 
数 ,所 以 这 是 一 个 比较 困难 的 问题 ,至 今 还 未 见 到 较为 完整 的 结 
果 . 
ولا‎ DD=2 时 ,方程 (5. 2.9) 可 写成 
تو‎ 一 سے 7ج‎ y',r,y,m,n € N,.ged(r,y) 
=1,y جر‎ 1,22. (5. 2. 10) 
对 此 ,Rabinowicz64 运 用 代数 数论 方法 证 明了 :该 方程 仅 有 解 (z， 
yim ری‎ — 01,17,7,3238 ۵ n=3. 1995 Æ RAR AR AD عر‎ OS 
用 Gel’ fond-Baker 方法 给 出 了 以 下 一 般 性 的 结果 : 

定理 $.2.2 方程 (5. 2. 1001178 78 8 22 2418# و عد)‎ ysm, n), Mi 
且 这 些 解 都 满足 "<C:. 

证 设 (z,y,m,n) 是 方程 (5.2.10) 的 一 组 解 . 运用 初等 数论 
方法 可 知 此 时 m,n 都 是 奇数 . 设 K=Q( V2). PRO ےمم‎ H21 
y, 故 从 (5. 2. 10) 可 得 

z442”? S? =la +ib 2) rv v2), 


)5.2.11( ,}1,1 —{ :6ھ 
其 中 a,6 是 适合‏ 
a’ — 2b’ = y,ged(a,b) = 1 (5. 2. 12)‏ 
以 及‏ 
十 2 vg) (5. 2.13)‏ 3( > طسفطة ىر 
的 正 整 数 , (uv) JE Pell 方程‏ 
u — 2? —luvcz (5. 2. 14)‏ 
的 解 . 设‏ 


e=atbJ/2,=a—-bJV2, 
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p=3 +2 2ك 3-2 دم, 2ك‎ )5.2.15( 
AG. 2. 11) 可 得 


z+ 2” 1)/2 EA 


€ p, 
£p, 
— 20" S? = 9 (5. 2. 16) 
ep , 
RB s 是 适合 Ss Sn 的 整数 . WG. 2. 16) 立 得 
lep — eo | = 27t V2. (5. 2. 17) 


W A=(e/e)"— p". 由 于 在 Ox 中 的 主 理想 数 [2 一 已 ,其 中 己 
是 Ox 中 的 素 理想 数 , 故 从 (5. 2. 17) 可 得 
ord, A = m + 2. (5. 2. 18) 
同时 ,根据 引 理 1.8. 3 7 1.8.5. JA C5. 2.120, (5. 2. 182 , (5. 2. 15) 
可 得 
log | ۸| >— C, doge) dogn)? (5.2.19) 
以 及 
ord,A < C; (loge) (logn)’. (5. 2. 20) 
于 是 从 (5. 2. 18), (5. 2. 190, C5. 2. 20) 可 得 n — Cs. 又 因 从 文献 
[75] 可 知 : 当 max Gr, y) >C GO z^ — y" MBKEAR PO? — 
y TRAE PG*— y")>C,(n) (Clog logX) Clog log logX)) 2, rp X 
一 max(z,y). 因 此 从 (5.2.10) 以 及 2z<<Cs 可 知 该 方程 仅 有 有 限 多 
组 解 (z,y,m n0 ,而 且 这 些 解 都 是 可 以 有 效 计 算 的 . 定理 证 完 . 
关于 定理 5.2. 2 中 的 常数 Cs, 文 献 [61] 具 体 算出 ےہ‎ 2 ٠ 
10°. 此 后 ,Bugeaud525 将 此 改进 为 ےی‎ 50000. 
另外 , 乐 茂 华 '* 运 用 同样 的 方法 讨论 了 方程 
x’ — 2"=— y",zr,y mn Ell,gcd(r,y) 
=], > 2. (5. 2. 21) 
他 证 明了 XUL EAA 8 113 22 234 Gr y m جو‎ ,而 且 这 些 解 都 满足 
nm<Cs. 文献 [25 具体 算出 该 常数 适合 Cs<<730000， 
设 م‎ 是 给 定 的 奇 素数 . 最 近 ,Bugeaud52 运 用 定理 5.2.2 的 证 
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明 方法 ,将 上 述 结果 推广 到 了 方程 
q^ 一 ع ”م‎ yr,y mn € N,ged(z,y) 

=1,y>1,n>2 (5. 2. 22) 

以 及 
z? p"—— yxy mn € N,ged(z,y) 
=1,y>1,n>2. (5. 2. 23) 

他 证 明了 : كك‎ p=3Cmod 4) 时 ,方程 (5. 2. 22) 和 (5. 2. 23) 仅 有 有 限 
多 组 解 (rz,y,m,n), 而 且 这 些 解 分 别 满足 

n < 45000002? (log)? (5. 2. 24) 
以 及 

n >> 5600002? (logp)’; (5. 2. 25) 
4 p=1(mod 4) 时 ,这 两 个 方程 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,m,n) 适 合 
2|m 或 21y, 而 且 这 些 解 也 分 别 满足 C5. 2. 24) 以 及 (5. 2. 25). 


$5.3 方程 f(x)=y" 


dE f(X) =a X" +a, X"+ e +a ع‎ ZX FER EH m(m> 
1) 次 多 项 式 ,k 是 非 零 整数 . 本 章 前 两 节 讨 论 的 方程 显然 都 是 方程 
F(X) = ky',x,y € Z,|y| < bn € Non 2 (5.3.1) 
的 特例 . 这 是 一 类 基本 而 又 重要 的 指数 型 超 椭 圆 方程 . 
1976 4E. , TijdemanU fy $652 FA Gel’ fond-Baker 方法 证 明了 ， 
24 /A(X) 至 少 有 两 个 不 同 的 有 理 数 根 时 ,方程 (5. 3. 1) 仅 有 有 限 多 
CT, yon), 而 且 这 些 解 都 满足 n« C, m, |&| 7 此 后 ， 
Schinzel 和 Tijideman0s53 进 一 步 得 到 了 以 下 一 般 性 的 结果 ; 
定理 5. 3. 1 当 /(X) 至 少 有 两 个 不 同 的 根 时 ,方程 (5. 3.1) 
| SAAS 2 05 Co yon) ,而 且 这 些 解 都 满足 nC On lkl, He). 
证 不 妨 假定 ao=1. 此 时 FOX) np 
(FOX) = (X — a)" (X — a)" (X — a)", (5.3.2) 
REB a2 کہ‎ SCX) AY BUS AB ET ۳18 وس رس‎ + em, 是 适合 
m, d- m; tm =m 的 正 整 数 . 设 (zx,y,n) 是 方程 (5. 3. 1) 的 一 组 
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适合 
n 2» C:n, |k], HA (5.3. 3) 
的 解 . 从 (5. 3. 2) 可 得 
(x — aj) (xr — a)": (x£ — a)" = ky. (5. 3. 4) 
i K-—Q,,a; رق رمک‎ Or 分 别 是 天 的 类 数 和 代数 整数 
Ws Lik Ox 中 的 主 理想 数 
A= Lk Ge 一 aj]. (5.3. 5) 
EN A معدم‎ , iA A 是非 零 理 想 数 . 设 Pi,P,,…,P, 是 A 在 Ox 中 所 
有 不 同 的 素 理想 因子 . 由 于 PS (j==1,2,…,t) 都 是 主 理想 数 , 故 有 
P's = [0,],0; € Ok = 1,2, (5. 3. 6) 
从 (1. 2. 22), (5. 3. 5) BSN, (5. 3. 6) AY 6,(j— 1,2, کر 8ں‎ 
| 6| > ©), IR] HD. m (+2۰۰ (5.8.7) 
同时 ,从 (5. 3. 4) 可 得 
[Cx — a)" کل‎ P? Pp P$ AMG = 52,77, 
(5. 3. 8) 
其 中 A(G—1,2, sr) tt Ox 中 适合 ged CA, 20 1ع‎ 的 非 零 理想 数 ， 
55G—1,2,7,7;j21,2,- 03838 رکم خ‎ hy 的 整数 . 
根据 定理 的 题 设 条 件 可 知 722. 对 于 Ox 中 的 素 理想 数 已 ,如 
REX sl 可 使 P^ | تف‎ 以 及 P^ | AZ RUPEE ۱۷ہ‎ WR ale. 因 
此 从 (5. 3.8) 可 知 mi m; 适合 یر‎ |] 以 及 mle. 由 此 可 知 
n l; 


gcd (n ,m;) m 二 1,2. (5. 3. 9) 
设 
n = xam) (5. 3. 10) 
gcd (a1 ,lem(m,,m,)) * 3. 


根据 (5. 3. 9), AG. 3. 8),(5. 3. 10) [48 

[x — a] = P? Pp Pe BY, i = 1,2, (5.3.11) 
其 中 B, B: 是 Ox 中 的 非 零 理 想 数 ,sy 0—1,2;j— 1,2, کرک ری‎ 
合 OSs; <hr 的 整数 . 由 于 
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Bis = [8], B = (B; ] 8 B € Ox Bi Bi و0 ےو‎ 
(5. 3. 12) 
故 从 (5. 3.11) 和 (5. 3. 12) 可 得 
) — as = ptt tte m tp Oe Oe Oe Bm 142, 
(5. 3. 13) 
其 中 يم , رم‎ 是 Ox 中 适合 


max(| a]. e|] > Citm, tl Hy) (5.3.14) 


的 非 零 代 数 整数 ,{ 思 ,7 是 天 的 一 组 近 合 


max( | | || |] ConA) (5. 3. 15) 
的 基本 单位 数 ,wj(i 一 1,2;j 一 1,2,… EEE Ku; n HE 
数 . 
不 妨 假 定 | e [>| 4, |). 


$= max| 3,| £l). (5. 3. 16) 


Nik o Æ K 到 C 的 满足 le(Bi)|=| B BRA. 
T; = o(x — a) = x — ola), i = 1,2. (5. 3.17) 
因为 从 (5. 3. 10) 可 知 


[em my دہ كك‎ (5.3.18) 


故 从 (5. 3. 3) 可 得 
n! >C,(m,|k|,H,). (5. 3. 19) 
XB y|21, 8 C5.3. 12, C5. 3.19) 可 知 
log z| > C; 6n, |k&| ,H )n > C,On, ۱۸۱ ,H DC, Om || آط,‎ 5). 
(5. 3. 20) 
于 是 从 (5. 3.132, (5. 3. 16), (5. 3. 17) 和 (5. 3. 20) n [ HEE 


x -ak |Ak $ . 
| cls | > 2" |x| > | اويح‎ ， (5.3. 21) 
其 中 Cm, HA>. 
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39 عير ) الا‎ a, 0^5 = ra)" , UA o 天 oz, 故 有 
xr—a-—(r-—ax, (5. 3. 22) 
其 中 是 次 数 不 超过 hx 的 单位 根 . 当 常 数 سای‎ ,۱۸۱۰۱ 7520-2 
时 ,从 (5. 3. 22) 可 得 


dal + la Dese z- 
K 


<C,(m, |e|,H)C,(m, |k| Hp 
这 一 与 (5. 3. 20) 矛盾 的 结果 . Ha UC TAI Gc a) كج‎ Ge — a^. 此 
时 从 (5. 3. 170 Bf 48 eie RA 
o< | عع‎ — c |< Cmn, Hp |æ. (5.3.23) 
同时 ,根据 引 理 1.8. 1, JA C5. 3. 7), (5.3.14), C5. 3. 152 , C5. 3. 16) 
和 (5. 3.17) 8f 48 


log | ند‎ |< log 


> d Oen AL ploen (5. 3. 24) 


um" 
T2 K 
aj" و-‎ 
Ti 


A | عم ما‎ | =| che | | eaol ,所 以 结合 (5. 3. 21), )5. 3. 
23), (5. 3. 24) 可 知 


Jæ | « deum hope! (5. 3. 25) 
又 从 (5. 3. 212, (5. 3. 232, (5. 3. 24) ACS. 3. 25) 可 得 
g' Cm iem ہے‎ ek — ex (C QS HD)" 
« qutm Dee ) میم‎ Hy"). — (5.3. 26) 
HAM C: m, lkl Hp) KET. AG. 3.19) F165. 3. 26) 可 得 


$ « Cun, |k|,H,). (5.3. 27) 
此 时 ,从 (5. 3. 18), (5. 3. 25) 01 (5. 3. 27) 可 得 
log|xz| « Cu €n, |k], H Dlogn'. (5. 3. 28) 


ZEA (5. 3. 20) #105. 3. 28) 立 得 )یکم‎ || ,.H 3X — 5 (5. 3. 3) 
矛盾 的 结果 . 因此 方程 (5. 3. 1) 的 解 (x,y,n) 都 满足 n 二 Cs (m， 
IE | Ay). 又 从 定理 4. 2. 1 可 知 : 对 于 给 定 的 ”该 方程 仅 有 有 限 多 
组 解 . 综 上 所 述 即 得 本 定理 .证 完 ， 
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1982 年 前 后 ,Sprind;zuk0s7 , Turk" بج ضر‎ SE بل‎ EGR 
定理 中 的 常数 Co Gm ۱۸۱ He). 例如 ,Turkco 证 明了 


Cim" log (3H 2" 
log (mlog (3H ,)) 


(log (3|k|)) (og log |k X. 


C, , |k|,H,) «exp 


此 后 ,Brindza , Evertse 和 GyoryU?25 ih T [X.5j m, jkl AR f(X) 
的 判别 式 ہ۵‎ 有 关 的 上 界 . 他 们 证 明了 : 4 1ھ رھ‎ ۸-1 7 KOO 
上 不 可 约 时 ,方程 (5. 3. 1) 的 解 (xz,y,n) 都 满足 4 过 (6m)”” 
[dn |". 

d SCX YORI m KRKEM, pis pres p 是 适合 bnc 
“<p, HRM; RRBS 5 وم عد ) سے‎ peer pr ltistz: st, 是 非 负 整 
3801. 1977 4E, Shorey ,van der Poorten , Tijdeman 和 SchinzelU*9!;z 
用 定理 5. 3. 1 的 证 明 方法 讨论 了 更 一 般 的 方程 

f(xy) = kz",2,z2 اع | وق ع‎ >>1lyES EN > 2. 

(5. 3. 29) 
他 们 证 明了 :对 于 给 定 的 正 整数 ل‎ OR m 1 则 方程 (5. 3. 29) 仅 
有 有 限 多 组 解 (z,y,z,z) 适 合 ged Cr. y) d ,而 且 这 些 解 都 满足 n 
<Cig(m, |۶ | d. pr, Hi). 55H, Brindza, Gyóry 和 Tijdeman? 3K 
讨论 了 方程 

f(x) = "وم‎ ,x,y,n € Z,|y| < bn 1,w€ S. 

(5. 3. 30) 
他 们 证 明了 12:7 121178 73 PR 22 THE ) عد‎ yw) ,而 且 这 些 解 都 满 
足 

n «Cy Gn, H )( G + 1)*!9) ^ "7 (log max(3, |&|)) 
(log log max(3,|&|))?, 

其 中 g= (logp,) (ogp,) … (og. 
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85.4 EPOR HER OY HH Sc رر‎ 7+ 


GO SEC Fin amos 《Ln)%o 分 别 满足 
F,—0,F,— ١, یہ‎ = Fat: + Fm m0 (5.4.1) 
以 及 
Lo = 2,7 = 1, Lm42 = Lm H Lmomn Z0, (5.4.2) 
Wi] $& Jj Fibonacci 数列 和 Lucas 数列 ,其 中 的 Fns La (MEA 
Fk ولا‎ 5B m 个 Fibonacci 数 和 Lucas 7. 1964 4E, Cohn™! 和 
Wylie! 4) Si fb xr. Hh fig T (American Mathematical Monthly ) 
上 的 一 个 公开 问题 , fi [TUE] ۲۰١2 401 کا‎ m—1,2 和 12 8۴,7 
是 平方 数 . 1969 Æ, London 和 Finkelstein’ 找 出 了 所 有 
Fibonacci 立方 数 . 此 后 , SteinerU*9!, Lagarias 和 Weisser[76] ， 
Robbins% ATHE T MEREK ENR Fibonacci Xt. 
Wn EKT 1 的 整数 . 由 于 FL. 满足 
I} 一 5F2 = (— 1)"4,m 之 0， (5.4.3) 
所 以 当 Fn GRR ور‎ EE a^ (4€ LO BTE 72 
z? — (— 104 -—5y",r,y,n€ihn1 (5.4.4) 
VAR y n0) ع‎ (Ls 52,00. 注意 到 方程 (5. 4. 4( ا ا کا گر‎ I | 
Jr f& C5. 3. 1) 的 特例 , 1990 4E , FRE 4E 0:1 与 运用 Gel' fond-Baker F 
法 证 明了 : 仅 有 有 限 多 个 Fibonacci 3X F, 可 表 成 完全 方 赛 ;如 果 
Fa Bf RM n KE. WA a< VR m<exp exp exp10. [Al 
时 ,此 文 还 对 Lucas 数 工 , 给 出 了 类 似 的 结果 . 显然 ,运用 有 关 代 数 
数 对 数 线性 型 下 界 估 计 的 新 近 结果 ,可 以 大 大 改进 上 述 结果 中 的 
ER. 
另外 ，  Finkelstein?*, Robbins, Steiner, 
Williams'?'?) , 2 gj1*.1518$ A > 33e di T ور 3€ زد رر‎ a^ +1,a(at 
10/2 1ع ته ير ايا‎ 之 形 的 Fibonacci 数 和 Lucas 数 . 
Wr 是 大 于 1 的 整数 ,al,a;,…,a, ERR, (un) oR 
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始 条 件 uoi tm ARERR 
Umr 一 ربموارھ‎ F azm- H tt F auum zm 005. 4.5) 
的 > 阶 非 退 化 整数 递 推 数列 . André-Jannin™! , Antoniadis'^*! , Joo 
和 Phong!”), Nemes‘!, Nemes 和 Petho', Peth5034 一 136] ， 
Ribenboim 和 McDaniel, Robbins" 59, Shorey 和 
Stewart" 71791, Stewart Schlickewei 和 Schmidt 等 人 讨论 
了 形 如 
Un = ky + ely) VE Zyl < 13,m,n € Nn 1, 
(5. 4. 6) 
的 方程 ,其 中 & 是 给 定 的 非 零 整数 ,g(Y)EZ[LY7] 是 给 定 的 * 次 多 
项 式 . 综合 这 些 结果 可 知 :如 果 递 推 关系 (5. 4. 5) 至 少 有 两 个 不 同 
的 特征 根 , 则 方程 (5. 4. 6) 仅 有 有 限 多 组 解 (y mn) ,而 且 这 些 解 
都 满足 n-C,(r.aias 5 acsuosi stus Es HU m<C, 


(r.d1545»*** yr Uo Ul e| ا( لق یبط‎ 
$5.5 Catalan 猜想 


长 期 以 来 ,完全 方 蜂 在 正 整 数 中 的 分 布 情况 一 直 是 一 个 引 人 
注目 的 数论 问题 . 在 有 关 这 方面 的 诸多 问题 和 猜想 中 ,最 为 著名 的 
当 属 Catalan 猜想 . 

1844 4E. „Catalan 06 £5 38 I E 1 22 8 和 9 是 唯一 的 两 个 连 
FUENTE. 显然 ,上 述 猜 想 可 表述 为 ， 

30888551 方程 

)551( 1< 1,2 << سو ا( ع موس رج 1 سے x” — y‏ 
mn) = (352,253).‏ لوو عد ) BE‏ 11178 

对 此 ,Lebesgue, Nagell , Selberg , Obláth , LeVeque , Cassels, 
Hyyrö, Hampel , Schinzel , Inkeri , #] A , Chein , Rotkiewicz 等 人 先 
后 运用 初等 方法 进行 了 大 量 的 研究 . 有 关 这 方面 的 详细 情况 可 参 
见 文献 [123] 的 第 30 章 .[181] 的 第 12 章 以 及 Ribenboim 的 专著 
[146 ). 在 早期 的 工作 中 ,Lebesgueco0 和 柯 召 5 分 别 证 明了 :方程 


* 


(5.5. DREES 21n HR ) عد‎ y mn BELA BRE Gr. y msn) 
—(3,2,2,3)3& & 21m. 根据 上 述 结果 ,Catalan 猜想 尚未 解决 的 部 


分 可 表述 为 : 
3848 5.5.2 方程 
z^ — y سے‎ lay Epq9E (5.5.2) 
ERC, ys p.q). 


对 于 方程 (5. 5. 2),Cassels**:'; 运 用 初等 数论 方法 进行 了 深 

入 的 讨论 . 他 证 明了 :方程 (5. 5. 2) 的 解 (z,y,p,q) 都 满足 
.داو‎ ply. (5. 5. 3) 

Hb Cassels! 还 提出 了 以 下 较 弱 的 猜想 : 

猜想 5. 5.3 方程 (5. 5.2) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,p,9). 

1976 42 , Tijdeman"*?3z Aj Gel’ fond-Baker 方法 解决 了 猜想 
5. 5. 3. 他 证 明了 : 

定理 5.5.1 方程 (5. 5.2) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y, p,q), 而 且 
这 些 解 都 满足 max >(و, م)‎ 以 及 x^ «C. 

证 设 (x,y,p,q) 是 方程 (5.5.2) 的 一 组 解 .首先 考虑 


)4 .5 .5( وھ ط 
时 的 情况 . 此 时 从 (5. 5 2) 可 知‏ 
l«r«y (5. 5. 5)‏ 
又 根据 (5. 5. 3) 可 得‏ 
a‏ 
gy (5.5. 6)‏ - مج کت سے 1 م 
ila, (5. 5. 7)‏ کے ربا 
是 适合‏ 2ل ١‏ الل 1122م 其 中‏ 
)8 .5.5( و | و2 | ورس = جرد 
YY = Y P |Y Piy (5.5.9)‏ 
的 正 整数 . 由 于 从 (5. 5. 2), (5.5.6), (5. 5.7) 可 得‏ 
pM d P P d at ‘ ay‏ 
(st taj >a >= (A) >‏ > ارمع 
)5.5.10( 
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BA CS. 5.4), C 5. 100 Rf ART 
x, < (4q) "y, < 2۰. (5.5.11) 
MG. 5.6),(5. 5. 7) 49-3 BY 48 


yi zi 
logx — log F + ài.logy = log q^ z» (5.5.12) 
其 中 61,6; 适合 


0 > جو > يق > ہد رو‎ (5.5.13) 
2 Ti 
同时 ,从 (5. 5. 2) aft 
plogz = glogy + ôo, (5.5. 14) 
其 中 a 适合 
0<< T. (5.5.15) 


因为 从 (5. 5.5), (5. 5. 6), (5. 5. DH] Al يورب‎ > p/ yt PLAM GS. 5. 
12),(5. 5.132, (5. 5. 14) , (5. 5. 15) ج7ت‎ 
0 >> plogp — glogq 十 pglog P —— رن‎ + ô p و ل‎ > E, 
(5.5.16) 
iX A= plogp—qlogg + pqlog Czi/ yi). HF A0, 8E A (1. 8. آ97‎ 
A 
log| A] >— C;(ogp) (ogq) (loglogp + loglogg) 
Clogmax(x,,4,)) Cogpq) . (5.5.17) 
因此 ,根据 (5. 5. 4),(5. 5.11), EAC. 5. 16), (5. 5. 17) 立 得 
log4p’ + 2C,(logp?*(log(2y))) > glogy,. (5.5.18) 
因为 从 (5. 5. 9 可知 y p BOA )5. 5.18) 可 得 
و‎ < C, (logp)*. (5.5.19) 
另 一 方面 ,从 (5. 5. 12),(5. 5.13), 65. 5. 14), (5. 5. 15) 57 
0< plogr — glog 3 = رن‎ + ôq >> te, 


p 
T, 


(5. 5. 20) 


又 从 (5. 5.6),(5. 5.20) 可 得 
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4q 


x? 


| zi 7 
0 < glogg — plog yp + [ < (5.5.21) 


没 A'—qloga — plog(2t/(yt/p+ 10). 根据 (1.8. 9), AG. 5. 4) 可 
知 
log | A! | >— C, dogg) Coglogg) dogz{) dogp). 
(5. 5. 22) 
结合 (5.5.21),(5.5.22) 立 得 
log4q + C,q(logp)* (logzx,) > plogz;. (5. 5. 23) 
因为 从 (5. 5.8) 可 知 a وح‎ BA Co. 5.23) 可 得 


p<C,qdogp)’. (5. 5. 24) 
于 是 ,结合 (5.5.19),(5.5.24) 立 得 
p > Cog). (5.5. 25) 


从 (5.5.25) 可 以 算出 .ركم‎ 同 理 可 证 : 当 p< .نكو 5ق ط۳۳۰‎ 8 
TY EI max Coq) C, ,所 以 根据 定理 4.2.1, 从 (5.5.2)? 可 知 z< 
Cs. 定理 证 完 . 

关于 上 述 定理 中 的 常数 ,Langevin[7 RE EB 1C e" VAR 
C,«exp exp exp exp730. 1992 年 ,Mignottet'9 进 一 步 证 明了 : 方 
#2 (5.5. DAR Cosy PQ ARE p<. 21+ 10° Rq<l. 31* 
10 5 EXE 24 عدو‎ 3 (mod 4) 时 , 必 有 کہ ظ الا 107 * 7 .2 >م‎ 23+ 
1055, 

另外 ,运用 初等 数论 方法 和 代数 数论 方法 可 以 得 到 方程 (5. 5. 
2) 的 解 的 下 界 .在 这 方面 ,Inkeritsj, Glass, Meronk, Okada 和 
Steiner” .Mignotte!'* , Schwarz U99/2& A 4 Sl] xp HEHE £e Bg gy 
ORB وحم‎ ,证 明了 该 方程 无 解 . 综合 上 述 结 果 可 知 : 方 程 (5. 5. 2) 
的 解 (x,y,p,g) 都 满足 min (p,q) >97. 最 近 ,Mignotte 和 Roy 宣 
布 可 将 上 述 下 界 改进 为 min(p,g) 之 10 .根据 有 关 p,q 的 下 
界 ,Aaltonen 和 Inkeri "运用 初等 方法 证 明了 :方程 (5. 5.2) 的 解 
(x,y,p,9) 都 满足 a^ 2-107". JJ. Evertse ia A E A 81 E 77 
法 讨论 了 方程 (5. 5. 1) 的 解数 . 他 证 明了 :对 于 给 定 的 正 整 数 m sn. 
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KH BEBE onn) Ă™ " £g fp. 有 关 这 方面 的 详细 情况 可 参见 文 
献 [146]. 

设 pipro po 是 适合 pops <p, 的 素数 ,S=( 土 pipz 
pr ۳۰یا‎ ,tt 是 非 负 整数 }.1977 年 ,van der Poorten di HE 
C. 8. 38) 对 定理 5. 5. 1 进行 了 推广 . 他 证 明了 :方程 

xc” — y= 4ج‎ Zy Zman ENm>1n>1,m>4;, 

{= lemCm ,n) (5. 5. 26) 
BUS BIER 22 AR Gr yoz omn DIS zE5, 而 且 这 些 解 都 满足 
max Gn n) «Cs Cp.) BÀ مر‎ "<C Cp). 由 于 方程 (5, 5. 26) 中 的 /是 
m 与 2 的 最 小 公 倍 数 , 所 以 该 方程 可 写成 


E ” 之 | = 1, x.yu.v.,m,n € Nyged(x,u) = ged(y,v) 
= ],m> ln >1,mn > 4. (5.5. 27) 
对 此 ,Shorey 和 Tijdeman" 运用 同样 的 方法 证 明了 :该 方程 仅 有 
ARR Z TH Cres y uso mon) BI HE ہے ہر‎ 中 至 少 有 一 数 属于 S, 
而 且 这 些 解 都 是 可 以 有 效 计算 的 . و‎ 9, Tijdeman "6i EG 
图 通 近 方法 ,在 xm 给 定 的 条 件 下 ,给 出 了 方程 (5. 5. 27) 的 
解 的 上 界 : 
"P Crt? dogn*/ ST PE vU dogo*/ کے‎ . (5.5.28) 
其 中 上 一 max(ze 2). 
方程 (5. 5. 27) 可 以 写成 类 似 方程 (5. 5. 1) 的 形式 ， 
ZX"— y'—],ax,.y € Q,x 20,» > Oman € N, 
کے ور‎ isn ]1,mn > 4 (5. 5. 29) 
对 此 ,Shorey 和 Tijdeman * :曾经 提出 ， 
猜想 5. 5. 4 方程 (5. 5. 29) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,m,n), 而 
且 这 些 解 都 是 可 以 有 效 计算 的 . 
这 也 是 一 个 至 今 尚 未 解决 的 问题 . 


$5.6 Pillai 猜想 


设 a,b,k 是 给 定 的 正 整 数 ,其 中 a,6 满足 gcd(a,5)=1.1945 
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^£. , Pillai 88 Z6 39 H1 : 
猜想 5.6.1 方程 
ax" — by" —k,r,y.m,n ElI,r>1,y>1,， 
m کے‎ ],n 2» l.mn > 4 (5. 6. 1) 
KAARE. ymn). 
显然 ,Cassels 提出 的 猜想 5.5. 3 是 Pillai 猜想 在 a=b=k=l 
时 的 特例 . 根据 定理 5. 5. 1 可 知 此 时 该 猜想 是 成 立 的 . 这 是 Pillai 
猜想 已 经 被 解决 的 唯一 情况 . 1974 E, Cudnovskii *" && £5 26 0 ftl 
已 经 能 够 证 明 : 当 a—5—1 时 ,对 于 任何 给 定 的 正 整数 &, 方 程 (5. 
6. 1275510178 78 IR Z 2B RE Gre y mm. 然而 人 迄今 没有 见 到 该 结果 的 
证 明 . 因此 ,Pillai 猜想 是 一 个 目前 远 未 解决 的 难题 . 
另外 ,Pillai 猜想 还 与 数论 及 其 相关 领域 中 的 很 多 重要 问题 有 
X. 例如 ,Hall" 在 讨论 了 型 差 集 的 存在 性 时 提出 : 
猜想 5. 6. 2 方程 
قاع ووم و2 ل "وع كم‎ * ,mn€Ell,m>1l n>l (5. 6. 2) 
QUE Cp qm) — (3,5,3,2). 
上 述 猜想 与 猜想 5.6. 1 在 a—ó—1 8 &—2 时 的 情况 有 关 . 对 
此 ,根据 文献 L[61] 和 [107] 中 的 结果 分 别 可 知 :方程 (5. 6. 7 
(prqomin) = (3,553,238 ے‎ 21n; 该 方程 仅 有 有 限 多 组 解 (p,9， 
m nis 2 | 7. 但 是 至 今 还 不 知道 该 方程 是 否 仅 有 有 限 多 组 解 
(p.q.m.nDj& 21 mn. 
以 下 讨论 方程 (5. 6. 1) 的 一 些 较 弱 的 形式 . کا‎ asbsksxz, y 都 
是 给 定 的 正 整数 时 ,方程 (5. 6. 1) 可 写成 
ax" — by’ — k,m,n وم ات‎ 2» ],n > l,mn > 4. 
۱ (5. 6. 3) 
对 此 ,Pillai 运用 初等 数论 方法 证 明了 :该 方程 人 有 有 限 多 组 解 
(m.n). 1986 年 ,Shorey57 运用 Gel’ fond-Baker 方法 讨论 了 方程 
(5. 6. 3) 的 解数 . 他 证 明了 :该 方程 至 多 有 9 THE On 2) 适合 ax" 
953۸۹ 1992 年 , 乐 茂 华 呈 证 明了 以 下 更 一 般 的 结果 ， 
定理 5.6. 1 当 min(zy,y)>>e 时 ,方程 (5.6.3) 至 多 有 3 组 解 
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(myn). 

证 ”假如 方程 (5. 6. 3) 有 4 AR On; n0 G=1,2,3,4). 8 
定 这 些 解 满足 m, <m: <m, Zm. 此 时 必 有 n, «nj«n; «n. 运用 
初等 数论 方法 ,从 


ax" — by" = k,i = 1,2,3,4 (5. 6. 4) 
可 得 
zit!” "jm 1(mod by") sys 
= ] (mod az"), j = 1,2,3. (5.6.5) 


从 (5. 6. 5) BY 49 


n.—n 
m — سے وو‎ ru; ln — n. 
jtl J ru;y! dida nj 


= svj" m, j = 1,253; (5. 6. 6) 
其 中 uj, vi(7 一 1,2,3) 是 适当 的 正 整数 ,rs 分 别 是 适合 
x’ = 1 Gnod by"), y' = 1(mod az”) (5. 6. 7) 


的 最 小 正 整 数 . 
因为 从 (5. 6.4),(5. 6.5),(5. 6. 6) 可 知 
logazx”*> logbhy”* > ny > پور‎ — ng za 
moa > xt" > st, (5. 6. 8) 
故 从 (5. 6.42, 5. 6. 8) n[48 
0 « log n 十 mlogz — mlogy < وی‎ 
i A=log(a/b)+m,logz—njlog y. 根据 引 理 1. 8. 1 可知 
log| A] 2 — C, (log max(a,6)) (log x) (log y) 
(log max m, ,2,)). (5. 6. 10) 
结合 (5. 6.9), (5. 6. 100378 
max Cm, ,n,) < C, (log max(a,5)) (log max(z,¥)). 
` (5.6.11) 


(5. 6. 9) 


另外 ,从 (5. 6.5), €5. 6. 6) np Ag 
max (m, n,) > max[ raxzmay py sr]. (5.6.12) 
PI XminG , y) 2-e' لا‎ JA C5. 6. 7),(5,6,11) 和 (5,6,12) 可 得 矛盾 . 
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由 此 可 知 方程 (5. 6. 3) 至 多 有 3 组 解 (xm,n). 定理 证 完 . 

1993 年 ,Styer05 借 助 计 算 机 对 所 有 适合 max ) 0x50, E 
1000 的 正 整 数 a,5,k 以 及 适合 max(z,y) 委 13 的 素数 z,y，* 求 出 
了 方程 (5. 6. 3) 的 全 部 解 (m,n). 这 些 解 都 满足 max(m,n) <18. 
此 项 数值 结果 说 明 方 程 (5. 6. 3) 的 解 (m,n) 与 给 定 的 a,b,k 相 比 

会 很 大 . 因此 定理 5. 6.1 还 有 可 能 进一步 改进 . 在 这 方面 ,对 于 
某 些 特殊 的 正 整数 a,5,k,z,y, 方 程 (5. 6. 3) 的 解数 已 经 有 了 更 精 
确 的 估计 . Pin, LeVeque VERA T 24 a=b=k=1 时 ,对 于 任何 
给 定 的 正 整 数 MALE 6.32 $ £8 1 28 # (m.n) 
Herschfeld** uEBH T , 4 a=b=1,2=2,y=3 H k ZOKI, iZ 
程 至 多 有 1 组 解 (m رو‎ 这 一 结果 被 Pillain ”推广 到 了 一 般 的 正 
整数 z,y 的 情况 ,并 且 猜 测 该 结果 在 & 之 13 时 都 成 立 . 这 一 猜想 
已 被 Stroeker 和 Tijdeman "H E X. Sb, Edgar"?! Ae بل‎ Xt 
于 给 定 的 奇 素数 p,q ARER h, HE 

p"—q'—-Pmncii (5. 6. 13) 
有 多 少 解 (m ,n)? 有 关 这 个 问题 的 最 好 结果 是 由 Scott55 得 到 的 . 
他 运用 初等 方法 证 明了 :除了 有 限 多 组 已 知 的 (p,q,h) 以 外 ,方程 
(5.6. 130 € &' 1 组 解 (m,n). 

设 rz,y 光 是 给 定 的 正 整数 . 11/7 BOE o> y. 从 文献 [137] 中 的 

结果 直接 可 知 : 方 程 
[z" 一 多 | 一 AoE1 (5. 6. 14) 
仅 有 有 限 多 组 解 (m,n). 对 此 ,Scott 进一步 证 明了 : 当 x. y HY 
Fy RU LER T Cry kh) = (35261), 5,232, (3,2,5) 这 三 种 情况 
以 外 ,该 方程 至 多 有 2 组 解 (m,n). 由 于 根据 Crawford 的 计算 结 
果 可 知 : 当 max Ge", y 22" 时 ,除了 下 列 情况 
Gr, y,k) —(3.2,10,€5,2,32,(3,2,52,(13,3,100, (3,2,13), 
(11,2,7),(5,3,2),€3,2,7),(17,2,15), 
(257,2.,255),(65537,2,65535), (5. 6. 15) 
方程 (5. 6. 14) 至 多 有 1 组 解 (m,n). 因此 Sco 9438 h T DAT f 
dH. 
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猜想 5.6.3 当 رع‎ 是 适合 x 之 y 的 素数 时 ,除了 (5. 6. 15) 中 
的 11 种 情况 以 外 ,方程 (5. 6. 14) 至 多 有 1 组 解 C(m,n). 

因为 当 z 一 2 +1 是 Fermat 素数 ,y= 二 2,k 二 x 一 2 时 ,方程 (5. 
6. 14) 至 少 有 2 组 解 (m,n)==(1,1) 和 (1,2' 十 1) ,所 以 猜想 5. 6. 3 
必须 在 已 知 仅 有 5 个 Fermat Æ% 3,5,17,257 和 65537 的 条 件 下 
才 有 可 能 得 到 解决 . 由 此 可 知 这 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 

另外 ,Leech 曾经 提出 以 下 两 个 癌 题 (参见 文献 [63] 中 的 问题 
D9): 

问题 5. 6. 1 当 & 一 |z 一 y| 时 ,方程 (5. 6. 140 JE C (zy) 
— (5,2) E13, D BY ARR Onn) — (3,702 

问题 5. 6. 2 当 &<z 一 > 时 ,方程 (5. 6.140 d RAR Onn)? 


$5.7  Erdós-Graham 猜想 


设 p 是 奇 素数 ,a 是 适合 bla 的 整数 . 根据 初等 数论 中 的 
Fermat 定理 和 Wilson sE 8 8[ Aft] (a? —D/p 和 ((p 一 1)! + 
1)/p 都 是 整数 ,分 别称 为 Fermat 商 和 Wilson 商 . 本 节 将 讨论 有 
关 这 两 类 整数 的 方程 . 

Erdós 和 Graham'“1 曾 经 提出 :哪些 奇 素数 p 和 正 整 数 a 可 
使 相应 的 Fermat 商 与 Wilson 商 之 和 等 于 م‎ 897; 2 该 问题 运用 
方程 的 语言 可 表述 为 : 

问题 5.7. 1 方程 

zi"! -cbOp—DI—pP.xn€eNpsecebP (5.7.1)- 
78 SERE ) و عد‎ pon)? 

对 此 ,Brindza 和 Erd5scs 证 明了 :方程 (5.7.1) 仅 有 有 限 多 组 
解 (x,p,n), 而 且 这 些 解 都 是 可 以 有 效 计算 的 . 1996 年 , 乐 茂 华 [5 
运用 Gel'fond- Baker 方法 完整 地 解决 了 这 个 问题 . 他 证 明了 : 

定理 5.7.1 Jr E CS. 7. DRAGI, pon) — (0,3. D (1,5, 
2)81(5,3,3). 

证 运用 初等 数论 方法 不 难 证 明 ; 该 方程 仅 有 解 (x,p,n) = 
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(0,3, Df10,5,2)538 8 x 二 1; 如 果 (x,p,n) 是 它 的 一 组 适合 x1 
的 解 , 则 م‎ 必 为 Fermat 素数 , 即 p= 二 2* 十 1, 其 中 m BAER; 
而 且 当 m 委 1 时 ,该 方程 仅 有 解 (z,p,n)= 二 (5,3,3). 
فلا‎ m>1 时 ,运用 初等 数论 方法 可 知 
عه 1 موم >> > 2 دار‎ 1 > 2۵ (5. 7. 2) 
如 果 p—2",W fid S| 1. 8. 5. JA C5. 7. 2) 可 得 
ord;( p" — x^) < 273" (log2) *(log$) (logz) 


. [og 45) < & 10 logp)*. (5. 7. 3) 


同时 ,从 (5. 7. D 8) Am 
ord,( خم‎ ~ x?!) =ord,(p — 1)! =p— 2. (5.7.4) 
于 是 ,结合 (5.7.3) 和 (5.7.4) 立 得 户 <<22 这 一 矛盾 . 由 此 可 知 p< 
2”, 因为 م‎ Æ Fermat 素数 ,所 以 此 时 p 仅 可 能 取 17,257,65537 
这 三 个 数值 . 最 后 ,运用 初等 方法 可 知 方程 (5.7.1) 在 这 三 种 情况 
下 均 无 解 . 定理 证 完 . 
最 近 , 于 坤 瑞 和 刘德华 [2 也 用 Gel'fond-Baker 方法 证 明了 定 
理 5.7.1. 
另外 ,Osada 和 Terai! ,Teraics 运 用 初等 方法 讨论 了 可 表 
56S رر‎ FEW) Fermat 商 . 该 问题 可 归结 为 方程 
z! — 1 = py'r,y,n€ LI, 
x>ly>la>l, pel م,‎ < 3 )5.7.5( 
的 求解 问题 . 设 (x,y,p,n) 是 方程 (5.7.5) 的 解 . كلا‎ 2 | 时 ,因为 p 
一 1 是 偶数 ,而 且 gcd i 741,207 7 —1) —1, BEA CS. 7. 50 77 
得 
zu 十 1 = | -1- 9 (5. 7. 6) 
VD Py» 
其 中 Yio ye 是 适合 a yiyz2 一 了 的 正 奇 数 . 根据 文献 [74j 和 [L104] 中 的 
结果 ,从 (5.7.6) 可 知 方程 (5. 7. 5) 仅 有 解 (x,y,p,n) 二 (2,3,7,2) 
适合 2{z 以 及 21n; 又 从 定理 5.5.1 可 知 :方程 (5.7.5) 仅 有 有 限 
多 组 解 (x,y,p,n) 适 合 ا2‎ > 以 及 24n. 
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z 时 , 因为 ged (£777 4-1,2707?7—1) = 2, RM‏ }2 ہلا 
可 得‏ )5 .7 .5( 


2" py 292» 
]ہیں‎ n 
gU p= Zo xP- a] = دم‎ 
2PM» 25 ys 
2yi> 2" py 


(5. 7. 7) 
其 中 بر‎ ,yz 是 适合 2yiys— y 的 正 整 数 . 对 于 此 类 情况 ,目前 尚未 见 
到 有 关 方 程 (5. 7. 5) 的 解数 是 否 有 限 的 一 般 性 结果 . 1993 年 , 乐 茂 
45*3z: JH Gel'fond-Baker 方法 证 明了 以 下 结果 : 
定理 5.7.2 方程 (5.7.5) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,p,n) 适 合 2 
iz 以 及 p 三 1(mod4), 而 且 这 些 解 都 满足 PC. UR مک کے‎ 
证 设 (rx,y,;p,n) 是 方程 (5.7.5) 的 一 组 适合 21xz 以 及 2م‎ 1 
(mod 4) 的 解 . 因为 此 时 (p 一 1)/2 是 偶数 ,xz*-? -- 1 2 (mod 
4) ,并 且 从 文献 [127] 可 知 方程 
X? +1 = 2Y".X,YnENX>1,Y>1.2>1 
(5. 7. 8) 
2018 OX Y ری‎ ,所 以 从 (5.7.7) 可 知 此 时 仅 须 考虑 以 下 情况 
ماين‎ +1= 2pyt,r57 7 一 1 = 27-!y. (5. 7. 9) 
从 (5.7. 9) 立 得 
PXxi—2"*y = 1. (5. 7. 10) 
另外 ,从 (5. 7.9) 还 可 得 


2" ?27， 225, 
人 (DA +1 -| qz 070A —1-2 


(5. 7. 11) 
其 中 zi,z; 是 适合 zz y. 的 正 整 数 . 从 (5. 7. 11) 可 知 zi ,zz 满足 
(2z,)" 一 82; عع‎ 8. (5. 7. 125 

从 (5.7. 12) 可 得 


o< 32 


(2z,)"" 


nlog 经 一 iogs|< (5. 7.132 
2 


٠ 


it A-—nlog(2z,/2;) —log8. 根据 引 理 1. 8. 1 可 知 


log | A| 2 — C,(log(2z,)) logn. (5. 7. 14) 
结合 (5. 7. 13),(5. 7. 14) nf 18 
n « C,. (5. 7. 15) 
另外 ,根据 定理 2.1.1.) Co. 7. 122 n] 4 
maxí 2z,,z;) < C,(n). (5. 7. 16) 


A ziz: = yor MH MCS. 7.15), (5. 7. 160 5] £8. y; <C 于 是 从 
(5. 7. 9), C5. 7. 15) Wy Ail 

x7" سے‎ Cy, (5. 7. 17) 
从 (5.7.17) 立 得 p C, AR کھ‎ ٠ء:‎ 定理 证 完 . 
x"—] 
x— 1 


n 


$5.8 方程 


=y 


设 k 是 大 于 1 的 整数 . 此 时 ,任何 给 定 的 正 整数 a 都 可 唯一 地 
表 成 
a = by + bik tort bk, (5.8.1) 
其 中 :是 非 负 整数 ,6;G 二 0,1,…,z) 是 适合 Kak Pm EC. 
此 式 称 为 a 的 -adic HAR. 当 (5. 8. DHA )رم‎ =0,1,-+ MEF 
1 时 ,a 称 为 &-adic 重 单位 数 . 从 (5. 8. 1) 可 知 如 此 的 a 满足 
a= —. (5. 8.2) 
数论 . 群 论 以 及 组 合 数学 中 的 很 多 重要 问题 都 与 重 单位 数 中 的 完 
全 方 圭 有 关 ( 参 见 文 献 L[53],[62],[133]). 从 (5. 8. 2) 可 知 此 类 问 
题 可 归结 为 方程 
z” — 1 
ہے‎ [ 


= y',r.y.m,.n € Hr > ly l,m > 2,n 721 


(5.8.3) 
的 求解 问题 . 近 50 年 来 , Ljunggren, Nagell, Oblath, Inkeri, 
Richter ,Shorey 和 Tijdeman 等 人 对 该 方程 进行 了 大 量 的 研究 ,有 
关 这 方面 的 早期 工作 可 参见 文献 [181] 的 第 十 二 章 . 
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早 在 本 世纪 初 , 人 们 已 经 知道 了 方程 (5.8. 3) 的 3 组 解 (z,y， 
mn) 二 (7,20,4,2), (3,11,5,2) 和 (18,7,3,3). 由 于 此 后 一 直 没 
有 发 现 它 有 其 它 解 ,所 以 Shorey 和 Tijdeman2 2 曾经 提出 : 

猜想 5. 8. 1 方程 (5. 8. D DUB RE Ge ym n) — (7,20,4,2), 
(3,11,5,2)81(18,7,3,3). 

这 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 目前 ,人 们 甚至 还 无 法 解决 以 下 较 
弱 的 猜想 ， 

猜想 5. 8. 2 方程 (5. 8. 3) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,m,n). 

1976 年 ,Shorey 和 Tijdeman"s 中 根据 运用 Gel'fond-Baker Jy 
法 在 超 椭 图 方程 方面 取得 的 结果 证 明了 :在 方程 (5. 8. 3) 的 4 个 未 
AR x y msn 中 至 少 有 一 个 是 给 定 的 数 或 有 给 定 的 素 因 数 时 ,该 
FECA GRE AR (zy mon) ,而且 这 些 解 都 是 可 以 有 效 计算 
的 . 1993 年 , 乐 茂 华 " 首 先 得 到 了 方程 (5. 8. 3) 的 没有 上 述 限制 的 
有 限 性 结果 . 他 综合 运用 丢 番 图 下 近 方法 和 Gel'fond-Baker 方法 
证 明了 : 

定理 5. 8. 1 方程 (5. 8.3) 仅 有 有 限 多 组 解 (zy,m,n) 适 合 y 
=] (mod xz) 以 及 zz 是 素数 的 方 瞪 ,而 且 这 些 解 都 满足 <C. 

证 设 (zx,y,m,n) 是 方程 (5. 8. 3) 的 一 组 适合 x" 守 C1,y 二 1 
(modz) WR x ER WHF 85 86. 因为 从 文献 [106] 可 知 方程 
(5. 8. D UB REG y mn) = 07,20,4,2)81(3,11,5,2)38 & 2 |n, 
所 以 该 解 必定 满足 2] n. 此 时 AR p. HF Gr y" ^ ms p) 
也 是 方程 (5. 8. 3) 的 一 组 适合 同样 条 件 的 解 ,因此 不 妨 假定 n 是 奇 
素数 . 同时 ,从 文献 [127] 可 知 方程 (5. 8. DRAR, ymn) = 
(7,20,4,2) 适 合 4|m, 所 以 当 2|m 时 , 必 有 21|m. 因为 此 时 gcd 
( (277 —1) /(x—1) ,x" 4-1) 一 1, 故 从 (5.8.3) 可 得 

m/2 


xUt—] 


r—] = yr" + i= yi, (5. 8. 4) 
其 中 .19.y2 是 适合 JI1yY2 一 了 的 正 整 数 . 根据 定理 9. 5. 1, 从 (5. 8. 4) 
中 的 第 二 个 等 式 可 得 x" C, 这 一 矛盾 , 故 必 有 21m. 同 理 可 知 此 
时 x 不 是 平方 数 . 
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AA x ERMAN ZR MARS p 和 正 整数 ~ 可 使 
z= p. (5. 8. 5) 
又 因 y=1(mod z), 所 以 根据 超 几 何 级 数 的 算术 性 质 ,运用 丢 番 图 
逼近 方法 ,从 (5. 8. 5) 可 得 
00x «n^, (5. 8. 6) 
由 于 21 م‎ RAGS. 8. 3) 可 得 
— i)" سس‎ — 3 _ y 
r-—1 r—1] 
从 (5. 8.7) 可 知 此 时 方程 
X! — rY? = y*,X,Y,Z € Z,ged(X,Y) ع‎ 1,2 < 0 
(5. 8. 8 


(5. 8. 7) 


"um 


int — 1 PAPE -. 1 


9 |. (5. 8. 9) 


(X,Y,Z) = | 


r—1 
因为 21y E. x 为 非 平方 数 ,所 以 根据 引 理 1. 5. 1, A C5. 8. 9) ۰ 
方程 (5. 8. Ufa & X, 2 0.Y,0, 


工 一 1 


1> E کے‎ = <(u+v, Vr) (5.8.10) 
以 及 
h(4x) = 0(mod Z,) (5. 8. 1) 
的 解 (X,,7,,Z,) 可 使 
n= Zt, (5. 8. 12) 
(m+1)/2 .. (m—1)/2 _ 
UL tU 4E 


= (X, - AY, V x) (uv Jax) AE (— 1,1}, 5.8.13) 
其 中 i 是 正 整 数 , (u,v) 是 Pell 方程 
ub — rv =], ع پوییس‎ 2 (5. 8. 14) 
的 解 ,w 十 mw V x 是 方程 (5. 8. 14) 的 基本 解 ,mn(4z) 是 判别 式 等 于 
4x 的 二 元 二 次 原型 的 类 数 . 
因为 ”是 奇 素数 , 故 从 (5. 8.12) 0M 1ے‎ Rn. سے کل‎ 1 时 ,ZZ 
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=n. 根据 文献 [68] 中 的 定理 12. 10. 1 和 12.14. 3, JA C5. 8. 6(۰ 
(5. 8. 11) 可 得 
n Khilar) <C, Vrlogr < Cn logn. (5.8.15) 
从 (5. 8.15) 可 以 算出 
n « C,. (5. 8. 16) 
بر سط ولا‎ 5 7-8 
X? — zY! = y, XY, € 11 ged(X,,Y,) = 1, (5.8.17) 
并 且 从 (5. 8. 132 8] 48 
gt 1 qoo Jz 
r—1 r—1 


=(X,+ay, V z (utv V x) AE 71,10). (5. 8. 18) 


设 
e=X +Y, Vx, =X —Y Vr, p—uj vr, 
P=u—v Ver. (5. 8. 19) 
从 (5. 8.10), (5. 8. 18) 可 知 存在 适合 «ي>يكه‎ 的 整数 ~, 可 使 
gin pr — 1 eer — 1 一 -n 
"xci tT Ve ید‎ E. 
(5. 8. 20) 
JAG. 8. 20) 可 知 
xD — 1 PLE 


تق م ےبلم“ 一‏ 


r—] r—l] 
(5. 8. 21) 
结合 (5. 8. 200,(5. 8. 210 318 


ee Sz +1)-8e( چہ‎ T1)—--c2. (5.8.22) 
12 a = efe, az = p, وه‎ = ( V x 41) /( Ja —1]. JA €5. 8. 20), 
(5. 8. 22) 可 得 
0 >> |nloga, 一 2rloge; + loga; | < y (5. 8. 23) 
it A=nloga, —2rloga; -loga,. 因为 0<r<n, 3 HM (5. 8. 10), 
(5.8.17), (5. 8. 19) Hf Rl A Ca) «loge? Vy ,h(a,) —logp 以 及 
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ha)<iogz, 所 以 根据 引 理 1.8.1 可 得 
log| A] >— مم )جما )مہ‎ / y ) ) (loge) (logz) (log2n) . 
(5. 8. 24) 
45 & (5. 8. 232,(5. 8. 24) 118 


log8 2logp 
一 一 -一 十 Csll 
log wy log Vy 


(logo) (logx) (log2n) > n. 


(5. 8. 25) 
由 于 y=1(mod z) , 故 有 y 盖 zx; 又 从 文献 [68] 中 的 定理 74 
可 知 logo<Cs v x logzx. 因此 从 (5.8.6), (5.8.25) 可 知 此 时 
(5. 8. 16) 亦 成 立 . 于 是 根据 定理 5.3.1. C5. 8. 32, (5. 8. 6), 
(5. 8. 16) 可 得 m<C, 以 及 x" «C, 这 一 矛盾 , 故 必 有 x" > 0. 定理 
证 完 . 

此 后 ,吉平 之 1" 运用 相同 的 方法 去 掉 了 上 述 定理 中 的 “xz 是 
素数 方 瞪 ”这 一 条 件 , 从 而 证 明了 :方程 (5. 8. 3) 仅 有 有 限 多 组 解 
ری‎ Msn) 适合 y=} (mod 7z) ,而且 这 些 解 都 满足 <C. 同时， 
他 还 对 方程 


N‏ اسمس 
ri —y ,TY mn € N,zr >l,‏ 


۱ y>lm>1,2{mn>1 — (5.8.26) 
得 到 了 同样 的 结果 . 1 
Wa 是 大 于 1 的 整数 ,6 是 与 a 互 素 的 整数 . 根据 初等 数论 中 
的 Euler 定理 可 知 5f? 1(mod a), 其 中 g(a) 是 a 的 Euler 函数 . 
由 此 可 知 必 有 正 整 数 可 使 同 余 关系 
"م‎ = 1(mod a) (5. 8. 27) 
成 立 . 适合 (5. 8. 27) 的 最 小 正 整 数 称 为 整数 5 对 模 a 的 次 数 . 
1985 年 ,Edgar'”j 曾 经 证 明 :; 如 果 (x,y,m,n) 是 方程 (5. 8. 3) 的 解 ， 
则 其 中 的 m ON x 对 模 y 的 次 数 .同时 ,Edgar 提出 以 下 猜想 : 
猜想 5.8.3 WR, ysm m ETE. 8. 3) 的 解 , 则 其 中 的 
n Uy y XS x 的 次 数 . 
显然 , 当 (zx,y,m,n) 是 方程 (5. 8. 3) 的 解 ,其 中 是 素数 时 ,如 
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Won RE y 对 模 z 的 次 数 , 则 从 كت "رو‎ 1 (mod zr) 立 得 y 1 (mod 
x). 因此 ,文献 f88] 根 据 定 理 5. 8. 1 直接 推 知 :方程 (5. 8. 3) 仅 有 
ERER yom MRE r ERIRE n RE y 对 模 z 的 次 
数 . 同时 ,从 文献 L217] 可 知 上 述 结果 中 的 条 件 “z ERB RE 
可 以 去 掉 的 . 
1975 年 ,Cresenzor 讨 论 了 有 关 有 限 单 群 的 方程 
— ورم,1 ع | "و2 - ”م|‎ € P* ,m,n € Nom > Dn > 1. 

(5. 8. 28) 
他 证 明了 ;方程 (5. 8. 280 BRT (ps qom) (239,13, 2, 40 ۵م لیا‎ 
8# pq m RRE m=n=2. 此 后 , 施 武 杰 发 现 了 上 述 结果 在 证 
明 过 程 中 的 -一 处 漏洞 ,指出 该 方程 还 有 解 (p,q,m,n) 二 (3,5,5,2) 
不 满足 条 件 m= 二 xn 二 2, 而 且 其 它 不 满足 此 条 件 的 解 (p,q,m,n) 都 
适合 p—309 由 于 方程 (5. 8. 28) 适 合 p—3 的 解 都 满足 


ot — q'qC€P',monnecN,m2,21, 
(5. 8. 29) 
ER IC php نل چک إخ‎ : 


问题 5. 8. 1 方程 (5. 8. 29) 是 否 仅 有 解 (g ,m,n) 二 (5,5,2)? 

因为 方程 (5. 8. 29) 是 方程 (5.8. D dE ع م‎ 3 H y € P^ BE يق‎ 14 
例 , 所 以 根据 文献 [180] 中 的 结果 可 知 : 方 程 (5. 8. 29) 仅 有 有 限 多 
2H AE (q m n. 乐 茂 华 5 运 用 定理 5. 8. 1 的 证 明 方法 ,具体 算出 该 
Jr FU E 0 ,m,n) 都 满足 gq 过 105 0 ,mm<1.4。105 以 及 mn<<1.2。 
105. 
1991 年 , 施 武 杰 5 在 讨论 K, 单 群 的 精细 刻 划 时 提 了 以 下 问 


B. 
问题 5.8.2 方程 
P —1-2Z834,,5,q4€ 7" مر‎ << 3,۳ < 3,6,64 EN 
(5. 8. 30) 
以 及 方程 组 
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2" —1— p, g 
| P" حمر € ورم‎ 347 3ma€ls 


2" + 1 = 3q’, 
(5. 8. 31) 
m 一 4 , . 
f 1 4 pq€P',p3,403,m,n€ll; 
3" 7 1 = 297۰ 
(5. 8. 32) 
3" + 1 = 4p", l 
1 + P ووم‎ € P',p 793,42» 3,m,n € N 
3" —1- 2g, 


(5. 8. 33) 
分 别 有 哪 些 解 ? 是 否 仅 有 有 限 多 组 解 ? 

由 于 问题 5.8.2 中 的 方程 和 方程 组 适合 = 1 的 解 都 与 
Mersenne 素数 ,Fermat 素数 以 及 其 它 有 类 似 形 状 的 素数 有 关 , 所 
以 这 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 同时 ,因为 方程 组 (5.8.31)， 
(5. 8.32), (5.8. 332 EE n2 1 的 解 (p,g,m,n) 分 别 与 方程 
(5.8. 32, (5. 8. 26) 的 适合 م‎ - 2 或 3 的 解 (x,y,m,n) 有 关 , 而 且 方 
程 (5. 8. 30) 适 合 x 之 1 的 解 也 有 如 此 性 质 , 所 以 这 些 方程 和 方程 组 
都 仅 有 有 限 多 组 解 适合 حمر‎ 1 ,而 且 运 用 文献 [92] 中 的 方法 可 以 
具体 算出 这 些 解 的 上 界 . 

另外 ,Edgar 还 对 方程 (5. 8. 3) 的 素数 解 提 出 了 以 下 更 一 般 的 
问题 (参见 文献 [63] 的 问题 510(۰ 

问题 5.8.3 方程 (5. 8. DEARG, y mn) — (3,5,5, 
2) 适 合 x.y€P'? 

这 也 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 . 

1986 4۴ , ShoreyU7*-7213z FA Gel'fond-Baker 方法 证 明了 :方程 
(5. 8. 3) 仅 有 有 限 多 组 解 (x,y,m,n) 可 使 + 是 nn KAR. 根据 这 一 
结果 可 以 推 知 方程 

اہ z”‏ 
و 


=y" + 1,7 7 ع‎ M, 


xz>il,y>1,m>2,n>2 (5. 8. 34) 
DUE 18 114 22 AR Ge y m روب‎ 对 此 方程 Shorey 提出 了 以 下 
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问题 : 

问题 5. 8. 4 方程 (5. 8. 34) 有 哪些 解 (zx,y,m,n)? 

1994 年 , 乐 茂 华 ‘根据 有 关 二 项 Thue 方程 解数 的 结果 解决 
了 上 述 问题 . 他 证 明了 :方程 (5. 8. 34) XE PG y m er. 


T 
T 


1 »y-—1 
1 y—1 


moo 


85.9 方程 


设 & 是 大 于 1 的 整数 ,NGE) 表 示 方 程 


k= وب‎ € Wa 1m >2 (5. 9. 1) 


85 88 Cx mo AOA RK. 1916 Æ, Ratat "I4 Goormaghtigh 4j Si] E 
HE T :N(31)=2 WR N(8191)=2. 同时 ,Goormaghtigh5s 提 出 了 
以 下 猜想 : 

猜想 5. 9. 1 34 4:531 BE 8191 时 , 必 有 NWSI. 

AX dE N' (&) 是 方程 (5. 9. DES x € P 的 解 (z,m) 的 个 数 .对 
بالا‎ , Bateman 和 Stemmler'$& للع ڑج‎ , 

猜想 5.9.2. ا‎ &z31 NWA N'OOxI. 

这 是 两 个 迄今 尚未 解决 的 问题 ,具体 的 数值 算 例 说 明 它们 分 
ات‎ &«10* WR R<10 HY REIL. 1989 年 ,Shorey673.405 运 用 初等 
数论 方法 给 出 了 NORK مر‎ 1 的 不 同 素 因数 个 数 w(4 一 1) 的 上 
界 . 他 证 明了 : 

max( 2w( — 1) — 3,0) , قلا‎ e(& — 1) >> 4 Bj, 

NO S 2e(k — 1) — 4, كلا‎ wlk — 1) < 4 و81‎ 
mH“ 427631 315-8191 -4)س,‎ 1(>>5 时 ,方程 (5.9.1) 至 多 有 1 组 解 
(em ER 21 ms FWY k 是 奇 素数 时 , 必 有 NOO >>1. 另外 ， 
Loxton”) GE 8j T : Xt F f£ fal TE SC 8, HA N (32 <C, (8) 
(logk (1/248, 

从 (5. 9.1) 可 知 : 当 NGC)>1 时 ,方程 

zl = حك‎ ys mn EN,x>y>1n>m>2 

(5. 9. 2) 
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48 OG. ym. n) E چ‎ Ge" —1)/CGr— 1) .م ع‎ A. E zh 85 48 想 
5.9.1 和 5.9.2 分 别 等 价 于 以 下 两 个 猜想 ， 

猜想 5.9. 3 方程 (5.9.1) 仅 有 解 (z,yyma 2) 一 (5,2,3,5)? 和 
(90.2,5,13). 

猜想 5.9.4. Jr F£ (5.9. 101173186 Ge نزو‎ m n) — (5,2,3, 50i 
A x.y€E. 

由 于 到 目前 为 止 对 方程 (5. 9.2) 的 解 知 之 甚 少 , 所 以 关于 以 上 
两 个 猜想 仅 有 一 些 很 弱 的 结果 . 根据 文献 [173: 1 中 的 分 析 , 综 合 
Kanold'”!, Davenport, Lewis 和 Schinzel!, Balasubramanian 和 
Shorey'^ , Shorey"! , Schinzel 和 Tijdeman"® & A $6 5ک‎ S n[ 0 
如 果 方 程 (5. 9.2) 的 4 个 未 知 数 y mon 中 至 少 有 两 个 是 给 定 
的 , 则 该 方程 仅 有 有 限 多 组 这 样 的 解 (x,y,m,n). 然而 ,人 们 至 今 
还 无 法 解决 以 下 问题 : 

问题 5.9.1 3 x ym n 中 有 一 个 数 给 定时 ,方程 (5. 9. 2) 
是 否 仅 有 有 限 多 组 这 样 的 解 (z，y ,m,n)? 

对 此 , 乐 茂 华 0 中 通过 讨论 广义 Ramanujan-Nagell 方程 的 解 
数 , 运 用 Gel'fond-Baker 方法 对 于 m —3 的 情况 得 到 了 VAT TERR. 

定理 5.9.1 7j f£ (5.9. 20117318 Gn y mn) 5)ے‎ 23+ 5) 和 
(90,2,3,13) H[ f m —3 H y ERINE. 

证 3 m=3 H y BARRY OA y=p ,其 中 pp 是 素数 ， 
r 是 正 整 数 . 从 (5. 9. 2 可 得 

(pC 一 1)(2z 十 1)? 十 (3P 十 1)= Ap" ,n > 3. 


(5. 9. 3) 
现 分 以 下 四 种 情况 进行 讨论 ; 
情况 G) 4 p=2Ar=1 时 ,从 (5.9.3) 可 得 
(22 +1)? +7 = 2"? n> 3. (5. 9. 4) 


根据 Nagell 的 著名 结果 ,从 (5. 9.4) 可 知 此 时 方程 (5. 9. 2 BUR ۴ 
Gr,ym,n)-—(5,2,3,5251(90,2,3,13). 
情况 (ii) 4 p=2 H r>1 t,i Di =27—1,D:=3. 2+1. 从 
(5. 9. 3) 可 知 方程 
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DIX? D, = 2°", ںی‎ € N (5. 9. 5) 
HOGD - (2z 十 1,rm) 适 合 Z>3r. 由 于 根据 定理 3.4.1 可知 
此 时 方程 (5. 9. SAERX, 7( (س, 1) ع-‎ 1) 2 37) , 故 不 可 能 . 

情况 Gi) 当 p 是 奇 素数 且 p' 圭 1(mod 4) 时 , 设 D, = 
( p'—1) /4,Ds==( 3p" 十 1) /4. 从 (5. 9. 3) 可 得 


D,(2z + 1)? + D, = p^,n > 3. (5. 9. 6) 
JAG. 9. 6) 可 知 此 时 方程 
D,X? + D, = p?,X,Z € 1 (5. 9. 7) 


有 解 (X,Z) 一 (2z 十 1,r) 适 合 Z>3r. 然而 ,根据 定理 3.4.1 可 知 
此 时 方程 (5. 9. 7) SUB 88 ) [6 20 = 0,02 8 (2 +1, 37), BUR RT 
f£. 

情况 (iv) م ا‎ 是 奇 素数 且 p—3(nod 4) 时 , 设 D;— (à — 
12/2, D; — Gg' -- 10/2. MG. 9. 3) 可 得 


D, (2x +1)? + D, = 2p",n > 3. (5. 9. 8) 
从 (5. 9. 8) 可 知 此 时 方程 
D,X? + D, 一 2p? 2 € N (5. 9. 9) 


有 解 (X,Z)=(2z 十 1,r) 适 合 Z>3r. 但 是 ,运用 Gel'fond-Baker 
方法 可 以 证 明 此 时 方程 (5. 9. 901785188 CX , 2 ( = (1 A ) م2‎ +1, 
3r), 故 不 可 能 . 综 上 所 述 立 得 本 定理 . 证 完 . 


$5.10 关于 连续 正 整数 的 几 个 问题 


数论 中 有 很 多 问题 都 与 含有 连续 正 整 数 的 指数 型 超 椭圆 方程 
BR ,本 节 将 介绍 这 方面 的 几 个 问题 . 

1875 年 ,Lucas025 曾 经 提出 :是 否 仅 有 正 整 数 &= 24 可 使 平 
方 和 二 十 2 十 … 十 k 仍 是 平方 数 ? 由 于 1-234 - ERE ARD 
(2 十 1)/6, 所 以 运用 方程 的 语言 ,该 问题 可 表述 为 : 当 m ح بر‎ 2 
时 ,方程 

Xr 二 Derm) = (m+ lily ,zy m,n E Ñ, 
xr22]1,.»29 1,221 (5. 10. D 
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Fe DU NECI y min) = (48.140,2,223& & 21x? 1918 年， 
Watson’?! E 56 Er ج7‎ Hh BI T 3X 4+ [8] B. 此 后 ,Ljunggren, 马 德 
Wi], جل‎ 8E EAM BB EL Anglin, Cucurezeanu, Pintér 等 人 分 别 给 出 
了 该 结果 的 较为 初等 的 证 明 ( 参 见 文 献 [63] 中 的 问题 D3). 

1939 4E, Erdós7 317; f8 (5. 10. 1) 提 出 了 以 下 更 一 般 的 问题 ， 

猜想 5. 10.1 7; 2 5. 10. D BUR RE عد)‎ y msn) = (48,140, 
2.2)3& 8 Gn غوریں‎ (1.2). 

对 此 ,Erda6s!: 运 用 初等 方法 证 明了 :方程 (5. 10.1) 没 有 适合 
mz3 KAR ) بو , ع‎ msn). 至 此 ,猜想 5. 10. 1 尚未 解决 的 部 分 可 表述 
为 : 

猜想 5. 10. 2 方程 

rG + 1( -—2y',.xyn€llrlyln2 


(5. 10. 2) 
rlx ل‎ DG ل‎ 2) = Gy 2,92 ع‎ Nox > ley > 1a <1 
(5. 10. 3) 
حت ) 788 ط‎ ysn). 


1986 年 , 曹 珍 富 -5 运用 初等 数论 方法 证 明了 :方程 (5. 10. 2) 
没有 适合 2| WR (rs ysn). 1990 4E , IK Ep 5 首先 运用 Gel' - 
fond-Baker 方法 讨论 了 猜想 5. 10. 2 中 的 两 个 方程 . 他 证 明了 ， 

定理 5.10.1 方程 (5.10.2) 和 (5. 10.3) 分 别 仅 有 有 限 多 组 
f Gc y 02 ,而 且 这 些 解 都 满足 nC. AR <C. 

证 ”首先 考虑 方程 (5. 10. 2). 设 (x,y,n) 是 该 方程 的 一 组 解 . 
由 于 gcd(zx,x 十 1)=1, 故 从 (5. 10.2) 可 得 

yi 2592924 2| x Bf, 
un ne ۲12 P" xanga 0199 
其 中 yoy 是 适合 برخ ور ہر‎ 的 正 整数 . 从 (5. 10. 03748 
yi — وبرج‎ =+ 1. (5. 10. 5) 
从 (5. 10. 5) nf An 
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0 一 nlog لد‎ — log2| — (5. 10. 6) 
2 


4 
yc 2y2 
i A=nlog( yi/y:) 一 log2. 因为 برح بر‎ BASE 1. 8. 1 可 知 
log | Al 2 — C,(logy,) (logn). (5. 10. 7) 
结合 (5. 10. 60, (5. 10.7? 可 得 n «C. 同时 ,根据 定理 2.2.1, A 
(5. 10.5) 可 知 y, C, G0. 于 是 从 (5. 10.2) 可 得 r< V2Y +1< 
V2 yr C n) <C. 
UF 25 7ر کر‎ 18 C5. 10.32. E Cr y MRK EH — 28 RR. 从 
(5. 10. 3) 可 得 
l z= عد ورك‎ +1 = d:yżx£ +2 = ووإيريك‎ (5.10.8) 
HP 4.4. UR ور ویر بر‎ DIEESE dididi—6 UR yiysyi— 
y 的 正 整 数 . 24 d — 1 或 2 时 ,从 (5.10.8) 可 得 
y; 2yj =+ l,j © {1,2,3}. (5. 10. 9) 
此 时 ,根据 上 节 的 分 析 , 从 (5. 10.9) 可 知 定理 成 立 . 34 d, 3ع‎ 时 ,从 
(5. 10. 8) 可 得 
yi — 3y: — ع‎ 1,2 € {1,3}. (5. 10. 10) 
运用 同样 的 方法 ,从 (5. 10. 10) 亦 可 得 nC: WR cC, 定理 证 
完 . 
关于 定理 5.10.1 中 的 常数 ,文献 [81 : 1 ] 具 体 算 出 © exp 
exp 7 以 及 Cs 二 exp exp exp exp 9. 此 后 ,Teraitss 改进 为 C< 
4250 以 及 C, « exp10* 57", 最 近 , Gyòry 根据 Darmon 和 
Merel 有 关 类 Fermat 方程 以 及 Bennett 和 de Weger! $F Z 
项 Thue 方程 的 结果 ,证 明了 方程 (5. 10. 2) 和 (5. 10. 3) 均 无 解 . 至 
此 ,猜想 5. 10.1 和 5.10.2 已 被 全 部 解决 . 
对 于 正 整数 z,m, 二 项 式 系数 ” 


rcm) zz 十 1)…(z +m) 
A . (5.10.11) 
KG. 10. 11) 可 知 方程 (5. 10. 1) 可 写成 
rtm 8 
د | يا‎ teysm ne H,r21.y2 10,221. 


(5. 10. 12) 
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设 a,b,c 是 给 定 的 正 整 数 . Brindza' ,喜平 之 5626 等 人 运用 Gel'- 
fond-Baker 方法 讨论 了 比 (5. 10. 12) 更 一 般 的 方程 


a M = by’ علد‎ c,x,ym,n € fix 7» m,y 7» ],n <۰ 
(5.10. 13) 
1938 Æ Rigge 4] Erd6s'" 分 别 独立 地 运用 初等 方法 证 明 
了 :多 个 连续 正 整数 的 乘积 不 可 能 是 平方 数 . 上 述 结 果 可 表述 为 : 
方程 
rG سل‎ Dom) y. y,m.an€ila1 
(5. 10. 14) 
没有 适合 n=2 的 解 (zx,y,m,n). 对 于 上 述 方程 ,Erd6s , Johnson, 
Oblath, Rigge 等 人 分 别 讨论 了 n2 2 时 的 情况 (参见 文献 [1233 的 
第 28 章 ). 1975 4E, Erdós 和 Selfridge' EH T : FÆ (5.10.14) 
无 解 (x,y,m,n). 从 而 完整 地 解决 了 该 方程 的 求解 问题 . 
设 & 是 大 于 1 的 整数 . 由 于 连续 整数 是 等 差 数 列 的 特殊 情况 ， 
所 以 方程 
x(a t kyela km)-— yxy ورس‎ € N,ged(z,k) 
—]1,n21 (5. 10. 15) 
是 方程 (5. 10. 14) 的 自然 推广 . 对 此 ,Erd6s'*' ! "62848 ثلا‎ : 
猜想 5.10.3 ”对 于 任何 的 ,方程 (5. 10. 15) 8 Cr y m0) 
都 满足 وی‎ 
这 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 . 对 此 ,Marszalekte 给 出 了 m 
仅 与 k 有 关 的 上 界 . 他 证 明了 :方程 (5. 10. 15) B ff Cm» y m yz) 都 
满足 


c, 


(n — 2 时， 
n ور فلا‎ — 3h, 
m< (5.10.16) 
0ن‎ , 2H 7 一 4 时 ， 
CR， 当 并 二 4 时 . 
مال(‎ (5 , Shorey* ^ "9 , Shorey 和 Tijdeman"*? 分 别 运 用 Gel’ fond- 
Baker 方法 改进 了 上 界 (5. 10. 160 ,并 且 解 决 了 猜想 5.10.3 的 一 
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些 特 殊 情况 . 例如 ,文献 [173: E EAT 24 77 f Co. 10. 150 8 ۴ 
Gr سور‎ nies m>C) ۰75 

PSP log m)/ Clog log log m) < k. (5. 10. 17) 

对 于 正 整 数 meirle = G 1 Gm. 此 时 , 适 


^ 
[s] 


的 两 类 整数 s Gm RAT 5 (mk) (二 0,1,…,m) 分 别称 为 第 一 类 和 
第 二 类 Stirling 数 . 从 定义 (5.10.18) 可 知 它们 与 连续 正 整 数 的 乘 
积 有 善 密切 的 关系 . Pintér], Brindza 4# Pintér” jz JH Gel'- 
fond-Baker 方法 分 别 讨论 了 这 两 类 Stirling rh if 36 © 27 A 
题 . 该 问题 可 归结 为 某 些 形 如 (5. 10. 14) 的 方程 的 求解 问题 . 
设 aa »d5 *** às. 以 及 رط‎ bons, 分 别 是 适合 Ka «aj 
«a, 以 及 Kb كرط>‎ <b, 的 整数 .方程 
Gr + a Gc + az) Gr F am) = Cy + by + 45) y + وزيم‎ 
l zye N (5. 10. 19) 
是 方程 (5. 10. 14) 的 另 一 类 型 的 推广 .关于 该 方程 的 早期 工作 可 参 
见 文 献 [181] 的 第 6 章 . 近年 来 , Alemu!'? , Balasubramanian, 
Ramachandran 和 Shorey, Barja” , Grytczuk/*? , Kiss?) ,Pint- 
ért, Saradha 和 Shorey], Saradha, Shorey 和 
Tijdemant** 11] , Shorey 631741 , Shorey 和 Tijdeman"*? 85 等 人 对 
该 方程 进行 了 大 量 的 研究 ,其 中 不 少 结果 的 证 明 都 用 到 了 Gel 
fond-Baker 方法 . 
最 后 介绍 一 下 有 关连 续 正 整数 齐 次 和 的 几 个 问题 . 对 于 方程 
1" 十 2 十 一 十 xX” 二 (XT 十 1)”,z,m EN, >l, 
C5. 10. 20) 


Crd, = جح ر(ط, سافرج‎ = T SO, Dr] G- 10. 18) 
-0 k=0 


Bowen 曾经 提出 (参见 文献 [63] 中 的 问题 D7) : 
猜想 5. 10. 4 方程 (5. 10. 20) 仅 有 解 (x,m) = (2,1). 
这 也 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 . 对 此 ,Schaffer05 运 用 初等 
方法 证 明了 :对 于 给 定 的 m, 方 程 (5.10. 20) 仅 有 有 限 多 组 解 (x， 
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m). 同 时 ,他 还 提出 了 以 下 更 一 般 的 猜想 ， 

猜想 5.10.5 方程 

1< ض,1 حہ لوا جر عدوا ا y", yoman E‏ ےد ”يي H‏ ہل "4-2 "1 
)21 .10 .5( 

4 75 SE CE ym) = (24,70,2,2)3& Om 005 (1,2) (3,2) (3, 
4986 (5, 2). 

显然 ,上 述 猜想 是 本 节 开 头 提 到 的 Lucas 问题 的 另 一 类 型 的 
推广 . 由 于 章 次 和 1” 十 2” 十 … 十 x” RR x m+] 次 有 理 系数 
多 项 式 , 其 系数 均 为 Bernoulli 数 . 因此 , Gyóry, Tijdman 和 
Voorhoeve! z H gg BR 5. 3. 1 的 证 明 方 法 证 明了 :对 于 给 定 的 正 
整数 mx, 当 m751,2,3 35 5 11.2779 05. 10.21) 仅 有 有 限 多 组 解 (x， 
y» m, n). 此 Sb, Brindza"*!9, Dilcher™“, Gebel, Pethd 和 
Zimmer’ Kano"", Moree, Moree, te Riele 和 
Urbanowicz''?, — Stroeker'??, Stroeker 和  'Tzanakis'*", 
Urbanowicz"**!, Voorhoeve,Gyóry 和 TijdemanU9 2& A Ye prit T 
比 (5. 10. 21) 更 一 般 的 有 关 齐 次 和 的 方程 
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第 六 章 5S -单位 方程 


pop 的 素数 ,S 二 SCpi,pz，‏ کم 是 适合‏ رک وص رم خلا 
es b= GE pr prt pr pmi mmm 均 为 非 负 整数 }. 对 于 大‏ 
于 工 的 正 整数 ” 设 cl,az,…，a+: 是 互 素 的 非 零 整数 . 本 章 主要‏ 
讨论 形 如‏ 
TT Tny € S,‏ زنكو بر 4ه az, 十 a£ 十 … Haye, 一‏ 
gcd(Cziyzz……yzoyZnorl) = 1‏ 
的 方程 . 由 于 此 类 方程 的 未 知 数 都 在 指数 位 置 ,因此 称 为 纯 指 数‏ 
型 方程 .‏ 
同时 ,集合 $ 中 任意 两 个 数 的 商 称 为 S 单位 ,全 体 $ 单位 的‏ 
合 记 作 Sv. 由 于 上 述 方程 等 价 于 未 知 数 为 S 单位 的 方程‏ 
YY € Sv,‏ لو بيك = AY) 十 arya + oot 十 asy.‏ 
所 以 该 方程 也 称 为 有 理 数 域 上 的 S 单位 方程 ,简称 S 单位 方程 .‏ 


$6.1 方程 a 十 人 二 c* 


Bab, 是 两 两 互 素 的 正 整 数 ,适合 b>>a 之 1 以 及 c1. 7ر‎ 
程 
a db, -—c.,..y.zc€li (6.1. DD 
是 一 类 最 基本 的 S 单位 方程 . 1933 t£ Mahler" *: js Fl. p-adic 形 
式 的 丢 番 图 通 近 方法 证 明了 该 方程 仅 有 有 限 多 组 解 C(z,y,z). 由 
于 Mahler 的 方法 是 非 实效 的 ,所 以 无 法 得 出 解 的 可 有 效 计算 的 
ER .1940 年 ,Gelfond09 最 先 给 出 了 实效 性 的 结果 . 运用 Gel 
fond-Baker 方法 可 以 证 明 : 
定理 6.1.1 对 于 任何 给 定 的 正 整数 a,bc 方程 (6. 1. 1) 仅 有 
EREA, y 20 ,而且 这 些 解 都 满足 max (x,y,z)<<C1A? (og 
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A)’ Cog logA)’. 

证 设 (zx,y,z) 是 方程 (6.1.1) 的 一 组 解 . 当 z 一 max(z,y， 
z) 且 5<c 时 ,从 (6.1.1) 可 知 :对 于 正 整 数 a ET RAR p, 都 
有 

ord, (c* — P) ze x. (6.1.2) 
同时 ,因为 ged(Ca bc) 1ع‎ ASE 1. 8. 4 可 知 


ord, (c^ — P) = ord, (b> — 1) > C, ہہ‎ (loge) (6. 1. 3) 
(log log c) dogmax(y,z)) < C, pé (logAD* dog log A»(logz). 
由 于 ا۵۸۴ >> کم‎ ١ج‎ (6.1. 25, (6.1. 3) 可 得 
max(zr,y,z) =x <C,p*(logA)? (loglogA)? 
< C, A! ClogAP* (log logA)’. 

由 此 可 知 此 时 定理 成 立 . 同 理 可 证 r= max lr, yz) Hbc 以 及 
Z 天 max(zyyyx) 的 情况 . 定理 证 完 . 

KN 是 给 定 的 正 整 数 . 运用 初等 数论 方法 和 代数 数论 方法 ， 
可 以 对 较 小 的 N 在 max(a,bc) 委 六 的 范围 内 具体 找 出 方程 
(6.1. 1) 的 全 部 解 . 例如 , 任 建华 和 张 建 康 's、 草 珍 富 59 分 别 对 适 
fr max(a,5b,c)x:16 WES a,b,c URIBE max(a,b,c)<97 的 
SUR a b.c 给 出 了 该 方程 的 全 部 解 (z,y，,z). 

当 a,b,c 是 不 同 的 素数 时 ,运用 初等 方法 可 以 对 方程 (6. 1. D 
的 解数 作出 精确 的 估计 . 有 关 这 方面 的 最 好 结果 是 由 Scott 4199 
到 的 . 他 证 明了 : 当 c=2 时 ,除了 (a,6,c) 二 (3,5,2) 和 (3,13,2) 
这 两 种 情况 以 外 ,方程 (6. 1. 1) 至 多 有 1 组 解 (x,y,z); 当 کو‎ 2 时 ， 
该 方程 至 多 有 2 组 解 (z,y,z). 最 近 , 乐 茂 华 5 对 于 一 般 的 奇数 < 
讨论 了 方程 (6. 1.1) 的 解数 和 解 的 上 界 . 他 运用 初等 方法 证 明了 ۰ 
当 21c 时 ,方程 (6.1.1) 至 多 有 VONAR, y) EP ofc) ع ا‎ 
的 不 同 素 因数 的 个 数 ,而 且 这 些 解 都 满足 


z< 24^ log (2eab) ; (6. 1. 4) 
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特别 是 当 c 是 奇 素 数 时 ， 
z< 2 Lab og (26 Jab). (6. 1.5) 


1994 4E. Terai” 0 对 于 方程 (6.1.1) 的 解数 提出 了 以 下 猜 
想 : 

猜想 6.1.1 方程 (6.1.1) 至 多 有 1 组 解 (x,y,z) 适 合 x 之 1， 
y>l,z>l1. 

从 文献 [19],[40j 中 的 分 析 可 知 ; 当 < 是 素数 时 ,猜想 1 
是 成 立 的 . 在 一 般 情 况 下 ,这 仍 是 个 尚未 解决 的 问题 . 

ros 是 适合 21rs 以 及 gcd(r,s) 二 1 的 正 整数 . Sn 是 大 于‏ جا 
的 正 整 数 时 ,如 果 a b.c 是 可 表 成‏ 1 


fn/2] [Cn—1)/2] 


一 53 了 n n-- 21 C26 — ND — | n 
ہم‎ DC D| اب‎ ts [ub SHV ya 
تم‎ P Usd | e = r s (6.1. 6) 


的 正 整 数 , 则 方程 (6. 1. DD 9 778 ## Gn رع ویر‎ — (2.200. 对 此 ， 
Terai’?! 、 乐 茂 华 5 分 别 运用 初等 方法 证 明了 : 当 z 一 3 或 5, Al 5 
满足 某 些 条件 时 ,方程 (6. 1. D DUB 8# Go y 22 — (2,20. ل‎ 
果 支 持 了 猜想 6. 1. 1 的 正确 性 . 同时 ,我们 有 以 下 较 弱 的 猜想 ， 

猜想 6.1.2 对 于 任何 大 于 1 的 正 整数 n, hR adic 满足 
(6. 1. 6), 则 方程 (6. 1. DRH fli Ge y 22 — (2, 2,0). 

另外 ,对 于 互 素 的 正 整数 a0. Mignotte?? , Mabkhout ”还 讨 
论 了 方程 

a" J- b^ — z,n,z € il. (6.1.7) 

他 们 分 别 对 所 有 适合 a+b<16 DAR کے‎ 25 的 正 整 数 a,5, 找 出 
了 该 方程 的 全 部 解 (x,z). 


$6.2 Jesmanowicz 猜想 


如 果 正 整数 a,b,c 满足 
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a+ =c’,gcd(a,b) = 1,2|5, (6. 2.1) 
则 称 (a,5,c) 是 一 组 本 原 Pythagoras 数 或 商 高 数 . 根据 文献 [17] 
中 的 定理 11. 6. 1 可 知 :任何 一 组 本 原 Pythagoras 数 (a,b,c) 都 可 
表 成 
a=r—$,b6=2rs,c=rt+s’, (6. 2. 2) 
He r,s 是 适合 
r 2» s,gcd(r,s) = 1,2|rs (6.2. 3) 
的 正 整数 . 1956 4E , Jesmanowicz* $8 26 x4 IM PR: 
猜想 6.2.1. MË (a,b o dE Pythagoras 数 , 则 方程 
(6. 1. D DURÉE Ge y رع‎ — (2,2,2). 
比较 (6. 1. 6), (6. 2.2) 可 知 :猜想 6. 2. 1 是 猜想 6. 1. 2 在 ”一 
2 时 的 特例 . 这 是 一 个 迄今 尚未 解决 的 问题 . 对 此 , Jes 
manowicz, Sierpinski, Józefiak, Podsypanin, Dem'janenko， 
Grytczuk ,Grelak , 柯 召 和 和 孙 琦 等 人 曾 分 别 运用 初等 方法 解决 了 一 
些 特殊 情况 ,有关 这 方面 的 早期 工作 可 参见 文献 [21]. 以 下 介绍 
Gel’ fond-Baker 方法 在 该 问题 中 的 应 用 . 
1993 4E, Takakuwal'*!, Takakuwa 和 Asaedat4 运用 代数 数 
论 方法 证 明了 : 当 (6. 2. 2) 中 的 正 整数 rs 满足 2 | r,s=3,r FOF 
方 因数 且 趾 二 次 域 和 CCVY 一 3r/2) 的 类 数 是 2 0] 27 RE HE 
(6.1.1) 仅 有 解 (z,y,z) 一 (2,2,2).1995 年 , 郭 永 东 和 乐 茂 华 51 
运用 Gel'fond-Baker 方法 对 上 述 结果 作 了 较 大 的 改进 . 他 们 证 明 
T. 
定理 6. 2.1 当 (6.2.2) 中 的 正 整数 rs WE 2 || سی‎ 3 Hr 
226000 时 ,方程 (6. 1. 101178 REGE y 2) — (2,2,2). 
证 首先 ,运用 初等 数论 方法 可 知 : 在 定理 的 题 设 条 件 下 ,如 
果 (z,y,z) 是 方程 (6. 1. 1) 的 一 组 适合 (z,y,z) 天 (2,2,2) 的 解 , 则 
DA 2|z.y—1.21 z UK >z. 此 时 ,从 (6.1.1) 可 得 


a ب“ حدق لد‎ (6. 2. 4) 
由 于 s=3, RM. 2. 2) 可 得 c=a +18 以 及 
loge = loga + ò, (6.2.5) 
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ocà - D geil ١ 1ے‎ (6.2. 6) 
又 从 (6. 2. 4) nf 
zlogc 一 xloga = 6,, (6. 2. 7) 
其 中 6, 适合 
رو ےہ‎ | te ES (6. 2. 8) 
另外 ,由 于 从 (6. 2.2), (6. 2. 4) B] AI 9% *1(mod >), 故 有 
z 一 => BED), 《6. 2. 9) 
结合 (6. 2. 5) 一 (6. 2.9) 可 得 
_ تک‎ DER + à; 5 سعد ات‎ (6. 2.10) 
ik A=zloge—azloga. 根据 引 理 1. 8. 4 可知 
log| A] >— C, (loga) (logc) (logx)’. (6. 2. 11) 
于 是 从 (6. 2.7) ,(6. 2. 8),(6. 2. 11) 可 得 | 
C,(logc) Clogx)? > zx. (6. 2.12) 
从 (6.2.12) 可 以 算出 
x < Ca:(logc)(logiogc). (6.2.13) 


最 后 ,从 (6. 2. 10) ff (6. 2.13) 可 以 算出 r<6000. 定理 证 完 . 

1996 年 , 乐 茂 华 55 运 用 定理 6. 2. 1 的 证 明 方 法 进一步 证 明 
了 : 当 (6. 2.2) 中 的 正 整 数 ,s 满足 21 r,s=3Cm0d4) WR £z81s 
时 ,方程 (6. 1.1) 仅 有 解 (x,y,z) 二 (2,2,2). 根据 这 一 结果 ,定理 
6. 2. 1 中 的 条 件 “r 宇 6000” 可 改进 为 “r 宇 243”. BE, Takakuwa" 
利用 上 述 结 果 并 借助 计算 机 证 明了 : 当 2|r 且 s=3,7,11 或 15 
时 ,猜想 6. 2.1 成 立 . 

男 外 ,Terai"**] 还 对 本 原 Pythagoras 数 提出 了 以 下 猜想 . 

猜想 6. 2. 2 如 果 本 原 Pythagoras 数 (a,5,c) 可 表 成 
(6. 2. 2) , 则 方程 
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Z Ha = ayz EN (6.2.14) 
IERI, y ح- (عو‎ 
ZHE , Terai iz ARARE REA Ts 4 a.c 是 适合 am 
(mod4) ,a?--1— 2c 的 奇 素数 ,c 在 虚 二 次 域 开 =QCv 一 a) 中 完全 
TA EAK 中 主 理想 数 [cj 的 素 理想 因子 的 阶 4 WE d=1 或 2| 
d 时 ,猜想 6. 2. 2 成 立 .1995 SF, IK 45ا٤‎ 3z A] Gel'fond-Baker 77 
法 得 出 了 较 一 般 的 结果 . 他 证 明了 :; 当 a>>8。，。10',4a 志 十 3(mod8) 
Ac 是 奇 素数 的 方 早 时 ,方程 (6. 2. 14) 仅 有 人 解 (xz,y,z)= (6,2,2). 
上 述 结果 的 证 明 过 程 基 本 上 与 定理 6. 2.1 相同 . 


$ 6.3 方程 arzı tazzz: +*+ Farz, = 0 


设 & 是 正 整数 对 于 适合 Apep 的 素数 nip 
Prr SH SS (pis pastes p m (pr prt pr m mas m 均 为 
非 负 整数 }. HAER, Stormer“ 1 ie T WE 

5 z— y=k,y,z€St. (6. 3. 1) 
他 根据 Pell 方程 的 基本 性 质证 明了 : 当 =1 或 2 时 ,该 方程 仅 有 
有 限 多 组 解 (y,z). 设 {am}%_o 是 将 $+ 中 所 有 的 数 按 从 小 到 大 的 顺 
序 排列 而 成 的 数列 . 1918 4E , Polya) 4EM T : 当 m— رجور و 1۹ہ‎ 
an 一 1. 由 此 可 知 ,对 于 任何 给 定 的 ,方程 (6. 3.1) 都 仅 有 有 限 多 
组 解 (y,z). 此 后 ,Siegel “I 和 Mahler: 1 进一步 给 出 了 差 c。 ,一 
am 的 非 实 效 性 下 界 . 他 们 证 明了 :对 于 任何 适合 091 的 正 数 
۵, ہر كلا‎ “<0 (6) 时 , 必 有 

Amt) 一 Am > ayy’. (6. 3. 2) 
1973 Æ , Tijdeman"*"1jz JH Gel’ fond-Baker 方法 证 明了 以 下 实效 性 
的 结果 ， 
定理 6. 3.1 4 2,223 hf 


Am 
nui T an > Toga, Ve" (6. 3. 3) 


证 不 妨 假定 41 20+ RRRA an) B XE. X. BY 97 
. 223* 


an = PY PP PT Amer = PUPPY» (6. 3. 4) 
其 中 mwli=1,2,…z) 是 适当 的 非 负 整数 . 从 (6. 3.4) 可 得 


amii 一 圭一 PU pp "ep t — ]. (6. 3. 5) 
an 
因为 
max |v; — بک ایس‎ max (u;,v;) 
i—1,2,-—,r 一] ,2 866 7 
loga,,, .log(2a,) 
< log2 ~ log2 ' 


所 以 根据 引 理 1. 8. 1 可 得 
log (pr “pr "ree pr" — 1) > GG, p, loga,,. (6.3. 6) 
由 于 从 文献 L35] 可 知 .م‎ >rlogr BIA C6. 3.6) 可 知 (6. 3. 3) 成 立 ٠ 
定理 证 完 . 
根据 上 述 定理 可 以 直接 推出 方程 (6. 3. 1) 的 解 的 可 有 效 计算 
WER . 
如 果 将 (6. 3.1) 中 的 看 作 未 知 数 , 则 可 得 一 般 的 方程 
rd. y= 252,952 © S*,ged(z,y,z) = 1. (6.3.7) 
运用 Mahler?" 的 结果 可 知 上 述 方程 仅 有 有 限 多 组 解 (z,y,z)， 
并 且 可 得 解 的 非 实效 性 上 界 .1969 年 ,Coates"" 运 用 Gel'fond- 
Baker 方法 给 出 了 解 的 可 有 效 计 算 的 上 界 . 他 证 明了 :方程 
(6. 3.7) 的 解 (z,y,z) 都 满足 z<exp exp(C3p,). 这 一 结果 的 证 明 
过 程 基本 上 与 定理 6.1. 1 相同 . 
设 a1,az,as 是 互 素 的 非 零 整数 .Sprindiuk , Györy , Lang , 
Kotov 和 Trelina 等 人 分 别 讨论 了 更 一 般 的 方程 
aT, 十 رديه‎ 十 aazs = 0,231,2; 23 € S ged (x, 2,4) = 1. 

(6. 3. 8) 
—————'( 
而 且 这 些 解 都 满足 

max(C|zi |. [xs]. |x4]) <exp(rcrpysilog4)， (6.3.9) 
其 中 A-—max(G, ail; laz|, laz). 
关于 方程 (6. 3. 8) BLA Evertse 42] p-adic 16 2 راغ‎ X 
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RUE [ :该 方程 至 多 有 6° 7° +3 18 S Cni m2 z32- 由 此‏ عد تد گا 
可 知 方程 (6. 3. 8) 的 解数 与 其 中 的 系数 asana 无 关 . 同时 ,由 于‏ 
Erdós ,Stewart 和 Tijdeman X} F a, =a: =a; =1 这 一 情况 证 明‏ 
8 حك 35 )3.8 了 :存在 适当 的 素数 pi, EE dE A‏ 
mr). 因此 Evertse 的 上 述 结果 已 经 相当 接近‏ ےر es "Tv IB RE Cr,‏ 
于 解数 的 最 佳 上 界 了 . 在 这 方面 ,Stewart 曾经 提出 以 下 猜想 :‏ 
猜想 6.3.1 方程 (6. 3. DELA e” 组 解 (ziyzayzs).‏ 
这 里 应 该 指出 ,以 上 给 出 的 解数 上 界 都 是 对 任意 的 情况 而 言‏ 
的 . 实际 上 ,该 方程 在 绝 大 多 数 的 情况 都 不 会 有 很 多 的 解 . 例如 ，‏ 
Evertse ,Györy , Stewart 和 Tijdeman EM T :对 于 给 定 的 素数‏ 
Pir por pro BRT ARS ARRAS BR (a, aa) Ub HE‏ 
BBA 2 WC Tsx).‏ 5 .6.3( 
Wn EKF 3 的 正 整数 ,ai,a,，…，,a, 是 互 素 的 非 零 整 数 . 方‏ 
程‏ 
十 十 az 一 0 Liszt Tn ES‏ رترتھ aizl 十‏ 
)10 .3 .6( 
是 方程 (6. 3.8) 的 自然 推广 , 称 为 n 项 S 单位 方程 ,简称 ”项 方‏ 
E. 它 与 数论 和 群 论 中 的 很 多 重要 问题 有 着 密切 的 联系 ,所 以 受‏ 
到 广泛 的 关注 (参见 文献 L[13],[39]).‏ 
关于 方程 (6. 3. 10) 的 解数 ,Schlickeweicse ,Dubois 和 Rhin™!‏ 
分 别 运 用 p-adic ÉAN EEEREN T :该 方程 仅 有 有 限‏ 
E AC Troan) IGE ged (2;,x;)=11<Si<j<n). 此 后 ，‏ 
van der Poorten 和 Schlickewei®" gt —2p uEBH T :该 方程 仅 有 有 限‏ 
多 组 解 (zi ,zs，… ,xz,) 满 足‏ 
BC (Eis Erst Tn) = 1 (6. 3. 11)‏ 
以 及‏ 
a, xi +e + a, x; €0,m«n.se5$u4C(,2..).‏ 
)12 .3 .6( 
以 上 有 关 方 程 (6. 3.10) 的 解数 有 限 性 的 两 个 条 件 (6. 3. 11) 和‏ 
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(6. 3.12) 都 是 必要 的 .因为 只 要 方程 (6.3.10) 有 1 组 解 , 则 它 显 
然 会 有 无 限 多 组 适合 gcd (rj Ta" Ta)>1 AY 8€ Cri c2 Tn) 
另外 ,例如 当 n==6,a =a: = قلح 1,35 دن ع‎ ) 2,30 Bf. 7; f£ 
(6. 3. 10) 有 无 限 多 组 解 
(Tis Lrs Ta Ta Eg Z) = (2N*',2h, — 2% 8 وو‎ 
235,35, — 34t) kiska EI (6.3.13) 
满足 (6. 3. 11) 以 及 aya Hazzı: حت رحو يك حل‎ a424- ass T ag xa — 0. 
1990 4E , Schlickewei ^ 8 4 Schmidt"! AT 3 [al JR ie AY XE 
量 结果 ,在 一 般 情 况 下 给 出 了 方程 (6. 3. 10) 的 解数 的 可 有 效 计算 
的 上 界 . 他 证 明了 :该 方程 至 多 有 (8(r 十 1))22”+*(r 十 1)* 组 解 
(i22 »*** 1,2 HB AE C6. 3. 11) 和 (6. 3. 12). 
关于 方程 (6. 3. 10) 的 解 的 上 界 ,目前 只 能 对 n—4 8 کے‎ 2 的 
情况 给 出 实效 性 的 结果 . 1983 4 , VojtaU*52 FA Gel'fond-Baker 方 
法 对 于 上 述 情况 证 明了 :方程 (6.3.10) 适 合 条 件 (6. 3.11) 和 
(6. 3. 12) 的 解 Czxi rsx BRR E max (lzi ls lz 125], lx D 
> 0, (A, p), KP A= max(3, lal, lal, lasls la, D. 此 后 ， 
Tijdeman 和 E 3k %0, E jE #5, Skinner”, X f& iE fl 
Tijdeman?? , REEE aA T EREA. 这 些 结 
果 的 证 明 方法 基本 上 与 定理 6.1.1 相同 ,而 且 由 此 所 得 的 上 界 通 
常 是 相当 大 的 . 在 一 般 情 况 下 ,我们 有 以 下 猜想 ， 
猜想 6.3.2 当 ?z>>3 时 ,方程 (6. 3. 10) 适 合 条 件 (6. 3. 1 
(6. 3. 12) 的 解 (zi,z，…zo) 都 满足 max llar ls xls |z, D< 
exb(rczpcolog4) FLA A—max(G, la|, laz| sets lanl). 
同时 应 该 指出 : 当 n= 4 h, Alex, Brenner, Foster 等 人 运用 初 
等 数论 方法 ,对 于 کے‎ 3 以 及 较 小 的 素数 دط‎ pr ps RUT HE 
(6. 3. 10) 的 全 部 解 . 例如 ,Alex 和 Foster 证 明了 :方程 
1 + x, +X, = 135%) 572523 E S (25357) 57; S T2, 
(6. 3. 14) 
tA 174 2 Cais rzs x), جل‎ PRK n ME ) و رد‎ zz, 23) = 
(12096, 250047, 262144). 有 关 这 方面 的 详细 情况 可 参考 文献 
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٭[3]۔[2]۔[1] 
 Oesterlé-Masser abc -猜想‏ $6.4 


Bab, 是 适合 
a +b ع‎ c,gcd(a,b,c) ع‎ la >26 (6. 4. 1) 
的 正 整 数 ; 又 设 G 是 乘积 abc 的 不 同 素 因数 的 乘积 . 对 此 ， 
OesterleU? i4 £5 dd بل‎ : 
问题 6. 4. 1 对 于 适合 (6.4.1) 的 正 整 数 a,5b,c, 是 否 存 在 可 
有 效 计算 的 绝对 常数 C, 使 得 و کے‎ 
另外 ,Massert2 还 进一步 提出 了 以 下 猜想 ， 
猜想 6.4.1 当 正 整数 a,5,c 适合 (6. 4.1) 时 ,对 于 任何 正 数 
ò BA c<C,(6)G'*?. 
上 述 猜 想 称 为 Oesterle-Masset abc -猜想 . 显然 ,假如 能 够 证 
明 该 猜想 成 立 , 则 包括 著名 的 Fermat 猜想 在 内 的 一 大 批 数论 难 
题 都 可 以 立刻 获得 解决 (参见 文献 [9],[39],[43]). 因此 这 是 一 
个 很 有 意义 但 又 非常 困难 的 问题 ,目前 只 能 得 到 一 些 很 弱 的 结 
R. 1986 年 ,Stewart 和 Tijdeman'*?!3z H Gel'fond-Baker 方法 证 
明了 H 
定理 6. 4. 1 MERX a,b,c 满足 (6.4.1) 时 , 必 有 loge 
CsG™. ۱ 
证 设 a,b,c 分 别 有 标 准 分 解 式 
a = ujug ut ,b = vhvh- vf, 
€ = wu». (6. 4. 2) 
因为 从 (6.4.1) 可 知 ged (a,b,c) — 1, BEDA (6. 4. 2) FEY روہ‎ ous 
Uy 9 Vy 9 U2 9 *** وول و‎ Wi 9005 9 *** و‎ W: 是 不 同 的 素数 ,wm و2 و‎ "** 2,9 Bi Bus 
BV Vast الا‎ 是 适当 的 正 整 数 . 此 时 
G = ujug’, 0105 *** V, WWW,» (6. 4. 3) 
Xt F IE EK ni p, 是 第 PER am pipe ..م‎ 由 于 从 文 
86] 35 [5[ 0 : p,>nlogn. 所 以 有 qa>n"/2. 因此 从 (6.4.3) 可 知 
ہو‎ 。 


Cu (6. 4. 4) 


Ep k=rt+stt. 
i p^ max (ui, U2, ہہ‎ Wr» V1 9 Urs *** و‎ Us Wis رم‎ * 00) B= 


max (ff NEL ; £2. 因为 ab BKC. 4. 2) 可 得 
log E < logs = S Blogo, >> sBlogp < kBlogp. 
i=l 


(6.4.5) 
同时 ,根据 引 理 1. 8. 4 JA C6. 4. 2) np 0 
B, =ord, (c — a) = ord, (uy iu; tu; wy wz wy; — 1) 
« CC + 057? plogB,i = 1,2,«,s. (6. 4. 6) 
由 于 وری, 2۰ بے )) م کیم از ليا 6>مط>ص+-م‎ 8 AC. 4.4), 
(6. 4. 6) 可 得 
B > C,G5. (6. 4. 7) 
于 是 ,从 (6. 4.5). (6. 4. DER loge<C,G™. 定理 证 完 . 
关于 定理 6. 4. 1 中 的 常数 ,文献 [43] 具 体 算 出 C, 委 15. 此 后 ， 
Stewart 和 于 惠 瑞 “进一步 改进 为 > 
另外 ,Stewart 和 Tijdeman *? 38 HH f& 18 6. 4. 1 中 的 上 界 是 不 
能 再 改进 的 . 因为 他 们 证 明了 :存在 无 限 多 组 适合 (6. 4. 1) 的 正 整 
数 a,b,c, 可 使 c Get? Mee Nog logs. 
对 于 适合 (6. 4. 1) 的 正 整 数 a,65,c, 设 


log (abc) 


_ _ loge 
pla sbc) = logG (a,b,c) = 


logG' (6. 4. 8) 


显然 ,如 果 猜 想 6.4. 1 RL UFR KY cA alas b.c) 1 
T9(70). 因此 ,寻找 可 使 pC(a,6b,c) 和 ala,6,c) 尽 可 能 大 的 数组 
《a,b,c) 成 了 一 个 有 意义 的 计算 问题 . 文献 [5] 和 [31] 分 别 将 适合 
.3ح (2, 5 »)م‎ 8 以 及 ala,b,c) 之 1.4 的 数组 (a,5,c) 称 为 好 的 abc - 
数 例 . 对 此 ,Nitaj" "通过 讨论 指数 型 方程 
Az" — By" = Cz,x,y,z,n € ll,ged(r,y) = 1,n < 3 
(6. 4. 9) 
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B RT Cr yz 0 He 1 26 组 满足 مم‎ 5.00224 以 及 a(a bc) 
1. 49 的 abc - 数 例 ,这 里 4 , 8 , ) 是 给 定 的 正 整数 . 此 后 ,Browkin 
和 Brzezinski5 找 出 了 90 组 这 样 的 数组 ,其 中 13)م‎ ٠ 195,27 + 5, 
3" e 11? * 31074. 41901,2(2,3'? e 109,235) 7-1. 62991. 

Bn EKF 2 ERR, asaz san EM E 

a, +a: ++ +a, = 0O,gcd(a;,a,.*-,a,) = 1, 
(6. 4. 10) 
a, tee کو(‎ 0,m <n, ا‎ yim} C urn) 

的 非 零 整数 ;又 设 © 是 |aias…a, | 的 不 同 素 因 数 的 乘积 . 对 此 ， 
Schmidt 提出 了 比 猜想 6. 4. 1 更 一 般 的 猜想 ， 

猜想 6.4.2. 当 非 零 整 数 aaz,…'，'a 满足 (6. 4. 10) 时 ,对 于 
任何 正 数 6, 都 有 max(lai|, 1asl,…, 1as|)<Cs(n,6)G" 248 

然而 ,Browkin 和 Brzezinski") pF BH T , 24 273 时 ,存在 无 限 
多 组 适合 (6. 4. 10) 的 非 零 整数 یھ ره‎ ,a,; 可 使 )عمط‎ |» ۱۰٠۰ 
"da, D29G"7577. 因此 Schmidt 的 猜想 6. 4. 2 是 不 正确 的 . 对 
此 ,Browkin 和 Brzezinskit5 提 出 了 以 下 猜想 ， 

猜想 6. 4. 3 当 非 零 整 数 0.02. ,a, 满足 (6. 4. 10) 时 ,对 于 
任何 正 数 9, 都 有 max(leil, lc:|, sla, —CuG,6)G?-5*?. 
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